Intégrales Généralisées

0.1 Définitions et Exemples
Définition 0.1 (Fonction localement intégrable). Soit f une fonction réelle définie sur ]a,bl.
On dit que f est localement intégrable sur |a,b| si f est intégrable sur tout intervalle fermé
borné [a, ] Cla, b.

1
Exemple. La fonction — est localement intégrable sur ]0,1].

x
0.2 Intégrale sur [a,b] ou |a,b]

Définition 0.2 (Intégrale généralisée sur [a,b[). Soit f une fonction continue sur un intervalle
[a,b], (—o0 < a <b<+400). On dit que l'intégrale de f sur [a,b] est convergente si la fonction

T
F:z»—>/ f()dt, a<z<b,
a
admet une limite finie quand x tend vers b ; et on pose par définition :

/f f)dt = lim f<>

Si cette limite n’existe pas, on dit que l’intégmle est divergente.

Définition 0.3. Soit f une fonction continue sur |a,b], (—oo < a < b < +00). On dit que
Uintégrale de f sur)a,b] est convergente si la fonction

b
F:azr—>/ f(t)dty ~a < x-<b,

admet une limite finie quand x tend vers a ; et on pose par définition :

bf(t) dt = lim bf(t) dt
[ swa=m |

0.3 Exemples fondamentaux

x
Exemple. La fonction / costdt = sinx n’admet pas de limite lorsque x — oo, donc l’intégrale
0

+oo
/ costdt
0

=1— — tend vers 1 lorsque x — +00, donc
x

OO dt
1 t

généralisée

est divergente.

dt

x
Exemple. La foncztion/1 i)

1
Exemple. La fonction f(x) = —— n’est pas bornée sur l'intervalle [0, 1[. Cependant, pour
V1—a2
xz € [0,1],
Toodt T
——— = [arcsint]j = arcsine —
0 1— t2 rz—1 2
D / Lo t leur =
onc ——— converge et a pour valeur —.
Nviper g p 5



T

Exemple. La fonction f(x) = e " est continue sur [0, +oo[ et pour tout x € [0, +o0],

F(a:):/ e tdt = [—e_t]gzl—e_gﬁ.
0

Donc lim F(xz)=1. Par suite l’intégrale de f sur [0,4o00[ est convergente et on a :

r—r—+00
+o0
/ e tdt=1.
0

Exemple. La fonction f(x) =sinx est continue sur [0, +oo| et pour tout = € [0, 00|,
x
F(x) = / sintdt =1 — cos.
0

F(x) n'a pas de limite quand = tend vers +oo, donc l'intégrale de sin sur [0, +o00[ est divergente.

Exemple. La fonction x — est continue sur | — 0o, +oo[ et on a :

1+ a2
. O at ) T
lim ——— = — lim arctanx = —,
z——o0 [, 1+ t2 T——00 2

et

) /x dt T
lim —_— =
z—4oo Jo 1+ t2 2

/+°° dt /0 dt N /+°° dt T
= —_— = — — = Tl.
oo 112 o L2 fg 14t 2 2

1
Exemple. Calculons/ tintdt.

Donc

0
La fonction t — tint est continue sur |0, 1], mais admet pour prolongement par continuité
en 0 la fonction g telle que g(t) = f(t) sit #0 et g(0) = 0.
1

Par suite / tIntdt existe et on a :
0

1 1
/ tIntdt = lim tintdt.
0 x—0

xT

1 2 1 1 2 2
1
/tlntdt:[tlnt} —/ L P N
@ 2 s Jz 2 2 4 4

1 1
/ tintdt = —-.
0 4

1
Exemple. La fonction f(x) = —= est continue sur ]0,1], et pour tout x €]0,1],

NG

F(a:)—/xljl/t%— {2\/@::2—2\/&

Donc lim+ F(z) =2, par suite lintégrale de f sur |0, 1] est convergente et on a :
z—0

Donc



1
Exemple. La fonction f(x) = — est continue sur ]0,1], et on a pour tout x €0, 1],
x

Lat 1! 1

x

De plus lim+ F(z) = 400, donc lintégrale de f sur]0,1] est divergente.

z—0

1
Exemple. La fonction f(x) = —= est continue sur [1,+00[, et pour tout x € [1,+00],

NG

F(as):/fj;:[m]f:zf-z.

Donc lir_ir_l F(x) = +o0, par suite l'intégrale de f sur [1,+oo[ est divergente.
T—>+00

1
Exemple. La fonction f(z) = —
x

T dt 11* 1
Flx)=[| =|-7| =—+1.
(@) /1 t2 [ t:|1 ac+

De plus lim F(z) =1, donc lintégrale de f sur [1,4o00[ est convergente et on a :

T—>+00
T dx
1 xr

Remarque. Si f est une fonction continue sur R, la limite

aEI—&I-loo /—a f(l‘) du
+oo

est continue sur [1,+00], et on a pour tout x € [1,400],

0.4 Remarques importantes

peut exister sans que lintégrale généralisée / f(x) dx soit convergente.
—00
En effet, il suffit de prendre une fonction f impaire quelconque ; par exemple f(z) =z, on
a alors pour tout a >0 :

a—+00

lim /a f(z)dx =0.

400 0
Mais les intégrales f(z)dx et / f(z)dx divergent.
0 —o00

Remarque. Soit f une fonction continue sur l'intervalle ouvert |a,b[ et soit F' une primitive

b
de f sur]a,b]. La convergence de l’intégrale / f(x)dx équivaut a 'existence des deuz limites
a

finies F(a™) et F(b™) ; et si ces limites existent, on a :

b
/ f(x)dz =F(b") — F(a™).



0.5 Intégrales sur |a,b|

Définition 0.4. Soit f une fonction localement intégrable sur un intervalle |a,b], (—oo < a <
b < 400), et soit ¢ €]a,b]. On dit que l'intégrale de f sur]a,b| est convergente si les intégrales

/acf(x) dr et /be(a:) dx

sont convergentes et on pose alors :

/:f(x)dx_ /acf(x)dac—i—/cbf(x)dx.

b
Dans ce cas, / f(x)dx est indépendante du choiz du point c.
a

Remarque. Les intégrales définies ci-dessus sont appelées intégrales généralisées ou im-
propres.

1 Criteres de convergence

1.1 Intégrales de Riemann

Proposition 1.1 (Intégrales de Riemann). Soit o € R. Alors :
Ldx
o L’intégrale / — converge pour o < 1 et diverge si o > 1.
o T

T dx
o L’intégrale / — converge pour; &> b et diverge sirae < 1.
1 X

Démonstration.

Sia# 1, pour tout x > 0 on a :

1
dt _ 1 [tl_a]l _ 1 [1 B ZL’l_a] '

F(z) = to 11—« x 11—«

xT

Donc : 1
— sia<1,
lim F(z)=< 1—«a

+ .
e=0 +0o0 sia>1.

De méme, pour tout z > 0 on a :

donc

Sia=1,0na:

[t .
lim — = — lim Inx = +o0,
z—01 J, x—07F
et
. Tdt
lim — = +00.

z—=+oo J1 T



1.2 Le cas de fonctions positives localement intégrables
Proposition 1.2 (Intégrales des fonctions positives). Soit f : [a,b]— R localement intégrable.

b
L’intégrale / f(t)dt est convergente si et seulement si l’ensemble
a

{/;f(t)duxe[a,b[}

/ab f(t)dt = sup [/; F(t) dt.

xz€la,b

est majoré ; dans ce cas

1.3 Critére de comparaison

Théoréme 1.1 (Critére de comparaison). Soient f et g deux applications localement intégrables
de [a,b] dans R. On suppose qu’il existe c € |a,b] tel que :

Vi e le,bl, 0<f(t) <g(t).

Alors :

b b
. /g(t) dt convergente —> / f(t)dt convergente.
a

b b
. / f(t)dt divergente —> / g(t) dt divergente.

Démonstration.

Soit ¢ € [a,b]. Pour tout x € [¢,b[ on a :

/:f(t)dt—/:f(t)dt+/jf(t)dt.

b b c
Donc les intégrales / f(t)dt et / f(t)dt sont de méme nature ; car / f(t)dt est une
a C a

constante.

b b
De la méme facgon, on voit que les intégrales / g(t) dt et / g(t) dt sont de méme nature.
a (&

b b
11 suffit d’étudier la convergence de / f(t)dt et de / g(t)dt.

x

x
Sachant que Vz € [c,b], 0 < / ft)dt < / g(t) dt, la conclusion résulte du théoreme des
intégrales des fonctions positives. ‘ ‘ O

1.4 Théoreme des équivalents

Théoréme 1.2 (Théoreme des équivalents). Soient f et g deux fonctions continues et stricte-
ment positives sur [a,+oo[. Supposons qu’elles soient équivalentes au voisinage de +o0o, c’est-

a-dire :
lim @ =1.
t=Foc g(t)

+00 +oo
Alors Uintégrale / f(t)dt converge si et seulement si/ g(t) dt converge.
a a



Démonstration.

Dire que deux fonctions sont équivalentes au voisinage de 400, c’est dire que leur rapport
tend vers 1, ou encore :

Ve >0, dA > a, Vt > A,

soit encore :
Ve>0, 3A>a, Vt > A, (1—¢e)g(t) < f(t) < (14¢e)g(t).

Fixons € < 1, et appliquons le théoréme de comparaison sur l'intervalle [A, +ool.
+oo

+oo
Si lintégrale f(t) dt converge, alors I'intégrale / (1—e)g(t) dt converge, donc l'intégrale
A A

+oo
/ g(t) dt aussi par linéarité.
A

“+o00 —+00 “+o00

Inversement, si / f(t)dt diverge, alors / (1 + e)g(t)dt diverge, donc / g(t)dt
A A A
diverge aussi. O

Exemple. FEst-ce que l'intégrale

T 43t + 1
/ P4ttt
1 344
converge ¢
Comme
t5+3t+1 )
e ~ao
3 +4

+oo
et que l'intégrale / t2 dt diverge; jalors notrerintégidale diverge.
1

Exemple. On a

+00 T
donc/ ———=dx diverge.
o Vad+1

1.5 Critere d’équivalence au voisinage de b

Théoréme 1.3 (Critere d’équivalence). Soit I = [a,b[, (—0o < a < b < 4+00). Soient f et g
deux fonctions continues, positives sur I. Si f et g sont équivalentes au voisinage de b : f ~yp g,

alors les intégrales
b b
/ f(t)ydt et / g(t)dt

sont de méme nature.

Exemple. On a

1 x
e
donc/ — dx converge.
0

NG

Exemple. On a

1 .

sinz .

donc 5~ dx diverge.
0 x



1.6 Critere de Cauchy
Théoréme 1.4 (Critere de Cauchy). Soit f : [a,b[— R une application localement intégrable.

b
L’intégrale / f(t)dt est convergente si et seulement si f vérifie la condition suivante :
a

Ve >0, Jec € [a,b], V1,29 € [c, 1],

/ £(t) dt’ <e

1.7 Convergence absolue

Définition 1.1 (Convergence absolue). Soit I =]a,b], (—oo < a < b < 400) et f une fonction
continue sur I. On dit que l'intégrale de f sur I est absolument convergente si l’intégrale

b
/ |f(t)| dt est convergente.
a

Proposition 1.3. Soit I =|a,b], (—oo < a < b < 400) et f une fonction continue sur I. S’il
existe une fonction g continue sur I telle que

0<|fl<g surl,

b
/ g(t)dt  converge,
a
b
alors/ f(t)dt est convergente.
a

b b
Corollaire 1.1. Sz’/ |f(t)| dt converge alors / f(t)dt converge.

Remarque. La réciproque de ce corollaire est en général fausse.

cost

+oo
Exemple. Ftude de/ t—th.
1

cost
Comme la fonction f(t) = R n’est pas positive, on va étudier l'intégrale de |f|.
On a : |f(t)] < 7§ comme a = 2 > 1, lintégrale de |f| est convergente, donc aussi

l'intégrale de f.

+00
Exemple. Montrons que I, :/ e (sint)" dt converge.
0

Pour toutt € R on a :
le t(sint)"| < e,

+00
Or, / e~tdt converge, donc I,, converge.
0

1.8 Critéres de convergence avec t* f(t)

Proposition 1.4. Soit (a,b) € R?, tel que a < b. Soit f une fonction continue sur |a,b] telle
que
lim(t —a)*f(t) =k € R.

t—a

b
e Sia <1, lintégrale / f(t)dt est absolument convergente.
a
b
e Sia>1etk+#D0, lintégrale / f(t)dt est divergente.
a

7



Proposition 1.5. Soient a € R, f une fonction continue sur [a,+00| telle que

lim t°f(t) =k € R.

t—+o0

+00o
o Sia > 1, lintégrale f(t)dt est absolument convergente.
a

+o0
e Sia<1etk+#D0, lintégrale / f(t)dt est divergente.
a

+00
Exemple. Montrons que/ e tIntdt converge.
2

Ona :

lim t?e fInt =0,
t—+00

+oo
donc / e tIntdt est absolument convergente.
2

1.9 Intégrale semi-convergente

+oo
Définition 1.2 (Intégrale semi-convergente). Une intégrale / f(t) dt est semi-convergente
a

st elle est convergente mais pas absolument convergente.

Exemple.

T gint ]
—— dt est semi-convergente.
1

Pour le montrer, effectuons une-intégration par parties (avec u' = sint, v = ;) :

T gint cost|” T cost
[t [ et
Lt t |, )t

Examinons les deux termes :

cost]” cos cos

. [— r ] = - +cosl. Or tend vers 0 (lorsque x — +00), car cosx est bornée
1 T
et — tend vers 0.
x
, 0 cost cost 1
e Pour l'autre terme, 2 dt est absolument convergente car - | S e
1

Tsint T §int

Conclusion : / Tdt admet une limite finie, donc / Tdt converge.
1 1

L’intégrale n’est pas absolument convergente (on le vérifie en utilisant sin®t).

1.10 Théoréeme d’Abel

Théoréme 1.5 (Théoréme d’Abel). Soit f une fonction C* sur [a, +oo|, positive, décroissante,
ayant une limite nulle en +o0o. Soit g une fonction continue sur |a,+oc[, telle que la primitive
xX
g(t) dt soit bornée.
a
Alors lintégrale

+oo
/ F(Dg(t) dt

converge.



Exemple.

T sint .
e dt est semi-convergente.
1

1 T sint
Avec f(t) = n et g(t) = sint, on retrouve que l’intégrale / — dt converge.
1

Exemple. 57 a est un réel strictement positif, et k un entier positif impair, alors [’intégrale

/+°° sin®(t) gt
1

tOé

converge.
Remarquons que cette intégrale n’est absolument convergente que pour c > 1.
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