Séries de Fonctions

1 Convergence simple et convergence uniforme

Soient E un ensemble et (u,) une suite de fonctions sur E. On veut définir la somme infinie
+00
n=0

n

Posons S, (x) = Zuk(w)

k=0
Définition 1.1 (Convergence simple d’une série de fonctions). Soit A une partie de E. On dit
+00
que la série de fonctions an(x) converge simplement (resp. uniformément) sur A si et
n=0

n
seulement si la suite associée de fonctions (Sy(z)), ot Sy(z) = Z fr(x), converge simplement
k=0

(resp. uniformément) vers une fonction S(zx) sur A.
Dans ce cas on écrit :

+o0
S(@) =) falz) (Vz€A).
n=0

+00
Lemme 1.1. 1) Soit an une série simplement convergente de fonctions sur E. Notons
n=0
+o0
R, = Z fr = S(z) — Sy (x) le reste d’ordre n de la série. Alors :
k=n+1

lim R,(x)=0 VxekFE.

n—oo

“+o00o
2) La série Z fn(x) converge uniformément sur A C E si et seulement si la suite de fonctions
n=0

(Ry) converge uniformément vers 0 sur A.

1.1 Convergence normale
Définition 1.2 (Convergence normale). La série Z fn est dite normalement convergente

sur A s’il existe une série convergente ZU” < +oo a termes dans R telle que :

Vn e N, sup|fn(x)] < vy
€A

Proposition 1.1. Soit an normalement convergente sur A. Alors an est absolument
uniformément convergente sur A et donc uniformément convergente sur A.

Démonstration.

On a Vn € N, Vp € N*¥,

P P P
SUPZ | k()] < ZSUP | frar(2)] < Zvnﬂc-
A k:leA =1

a€A =1

Puisque Z vy, vérifie le critere de Cauchy, on applique la proposition uniforme de Cauchy.
O



Remarque. En pratique, on essaie d’abord de prouver la convergence normale. Pour cela, on
cherche un majorant vy, de || fnllco tel que la série numérique E v, converge.
Lorsqu’il n’y a pas convergence normale mais convergence simple de la série de fonctions,

Vécart Sy (x) — S(x) est égal a Ry, ( Z fr(z). Pour établir la convergence uniforme de la
k=n+1
série de fonctions, il faut montrer que la suite (||Ry|lo0) tend vers 0.

2 Théoremes fondamentaux sur les séries de fonctions

2.1 Continuité

Théoréme 2.1 (Continuité de la somme d’une série de fonctions). Soient I un intervalle de R,
xo €1, et Z fn une série de fonctions de I dans R convergeant uniformément sur I vers une
fonction S : I — R.

1) Si toutes les fonctions f, sont continues en xq, alors S est continue en x.
2) Si toutes les fonctions f,, sont continues sur I, alors S est continue sur I.

Exemple. Pour x > 0, on pose :

1) Montrer que S est bien définie sur R .
. 1
Soit x €]0; +00[. On a fn(z) ~ o donc an(x) converge absolument.

2) Montrer que S est continue.

Les fy, sont continues sur ]0;+oo[. Soit a > 0,

1 1
sup  |fn(2)| £ ——5 ~ —.
x€|a;+o0| " n+ n?a n?

Donc la série an(x) est normalement convergente sur [a;+o0o[, donc uniformément
convergente sur tout segment de ]0;+00[. On peut donc conclure que S est continue.

3) Etudier la monotonie de S.

S est décroissante car chaque f, est décroissante.

4) Déterminer la limite en +oo de S.

2.2 Intégration

Théoréme 2.2 (Intégration terme a terme d’une série de fonctions). Soient [a,b], a < b, un

intervalle fermé borné de R et Z fn une série de fonctions intégrables bornées de [a,b] dans R.

Si la série E fn converge uniformément sur |a,b] vers une fonction S(t E fu(t), alors

S est intégrable sur [a,b] et on a :

b [ +oo +oo
/ (an@)) =Y [ fua
@ \n=0 n=0"?



, =/ 1 1
Exemple. Soit (x) = Z ( - )

n—ax n—+x

n=2
Justifier et calculer/ U(x)dx
0
On a :
X w
(@) =) 2 _ 2
n=2
o) € 10,1, |2 , done 1 Z T est lement
T pour 1], < onc la série est normalement conver-
p 22| =2 w2 _ 42

n=2
gente.

D’apreés le théoreme précédent, on peut permuter l’intégrale et la somme :

1 too 1 g 19
/Ow(x)dx:TLZZ:Z(/O n—xdx_/o n—}—xdx)'
N

Z(/Olnixdx—/olnixdﬂ —i(ln(ni1> —1n("zl>> =InN—In(N+1)+In2.

n=2

Donc :

Ainsi :
/ Y(z)dr = hm (lnN In(N+1)+1In2)=1In2.

2.3 Dérivation

Théoréme 2.3 (Dérivation terme a terme d’une série de fonctions). Soient I un intervalle de
R et Z fn une série de fonctions continiment dérivables f, : I — R.
On suppose :

1) Z fr converge uniformément sur I vers @ : I — R.

2) 1l existe xo € I tel que la série Z fn(zo) soit convergente.

+00
Alors Uapplication t — Z fn(t) est dérivable et on a :
n=0
+00 ! +00
(Z fn(t)> —S )
n=0 n=>0
Exemple. Soit f(x Zm sin(nx)

1) Montrer que f est de classe C' sur]—1,1][.

Pour x €] — 1,1], |fu(z)| < |z|™. La série géométrique de terme général |xz|™ converge,
donc f est définie sur ] —1,1].

Soit a €]0,1[. Chaque f, est de classe C* sur [—a,a] et pour x € [—a,a] :

fo(x) = 2" sin(nz) + 2" cos(nx).



Pour x € [—a,a] et n € N* :

|fi(z)| < a" ' +a™ < 20"

Puisque la série numérique de terme général 2a™1 converge, la série de fonctions de terme
général f] est normalement convergente sur [—a,al.

D’apreés le théoréme de dérivation terme d terme, f est de classe C* sur [—a, a] pour tout
a €]0,1[ et donc sur ] —1,1].

2) Calculer f'(x).
+oo

f(z)= Z(mn_l sin(nz) 4+ z" cos(nz)).

n=1

3 Exercices

1) Etudier la convergence simple et la convergence normale de la série de fonctions E In
dans les cas suivants :

1) fo(z) = Togn W [0, +o0[, puis sur |1, +oo[, puis sur [2,+o0].
x
2) fu(z) = o S [0, +00] puis sur [0, 50].
3) fn(x) = m sur [O, +OO[
dore la série de foncti = _ sin(nz)
2) On considere la série de fonctions z_:l fn avec fp(z) = 3

1) Montrer que cette série converge pour tout = € R.

+o0
2) Montrer que sa somme f(z) = Z fn(x) est une fonction continue.
n=1

T 1
3) Montrer que / f(z)de =2 Z —_
0

—1)4°
= (2n —1)
4) Montrer que f'(x) = Z cos(gm:), Vo € R.
n

n>1
3) On considere la fonction f définie sur [0, 7] par :

. +00
f(:c):1+sm(22x)+§:l

sin(max)
m*

1) Montrer que cette fonction est bien définie, c¢’est-a-dire que la série converge simple-
ment sur [0, 7.

2) Converge-t-elle uniformément 7

4) On considere la série de fonctions définies sur [0, +oo[ de terme général :

up(x) = E)te™ n € N.

vn+1 '’

4



1) Montrer que pour tout a > 0, la série de fonctions Z Uy converge normalement sur
[a, +00[, mais pas sur [0, +o0].

2) Montrer que la série de fonctions Z uy, converge uniformément sur [0, +00].
3) Montrer que la somme de cette série est une fonction dérivable sur |0, 4+o0].

1
14 an

L. a) fn(x> =

si0<z<1,

Sur [0, +oo[ : convergence simple vers f(z) = siz=1,

O[\)\Hr—*

six > 1.

Pas de convergence normale car  sup |f,(x)| = 1.
2€[0,+00[

1
Sur |1, +o00[ : convergence normale car sup |fn(x)] = =
z€]1,+00] 2

1
Sur [2,4+o00[ : convergence normale car  sup |fn(z)] < o

2€[2,+00]
x
b) fu(z) = 2t a2
1
Sur [0,+00[: sup |fn(z)] = =—, donc pas de convergence normale.
2€[0,+00[ 2n
50
Sur [0,50] 1 sup |fn(z)| < —, donc convergence normale.
z€[0,50] n

c) Méme qu’en b).

si 1
2. a) |fo(z)] = m(;ws) < —;. Donc la série converge normalement sur R.
n n
b) Comme la série converge normalement, la somme est continue.
T +oo L . +oo T +oo
sin(nzx) 1 cos(nz) 1— (=1 1
c dr = dr = — |- = S S| -
) [ rwas =3 [T -y e s Im A
n=1 n=1 n=1 n>1
, cos(nx) 1 . P
d) [f(2)] = |—5—| < =, donc la série des dérivées converge normalement. On peut
n n

dériver terme & terme.

+o0o .
1
3. g [sin(ma)| < E — < +00, donc convergence normale sur [0, 7].
m

4
m=1 m
e—nx
4. a) |up(x)| = .
) un(e)] = ——
e—na
Sur [a,+o00[:  sup |up(x)| = , série convergente.
x€[a,+oo] n +

-3

Sur [0,+00[ 1 sup |un(z)| = , série divergente.

z€[0,400|

S
_|_
—_

b) Convergence uniforme sur [0, +oo[ par le critere des séries alternées.

c) La série des dérivées converge uniformément sur [a,+oo[ pour tout a > 0, donc la
somme est dérivable sur |0, +ool.
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