1 Primitives

1.1 Définitions

Définition 1.1 (Primitive). Soit f une fonction définie sur un intervalle I. On appelle prim-
itive de f sur I toute fonction F définie et dérivable sur I vérifiant :

F'(x) = f(z) pour tout z € I.

Exemple. Considérons la fonction f définie sur R par f(x) = 322

e La fonction F définie sur R par F(z) = 2 est une primitive de f sur R puisque F'(z) =
f(z).
e La fonction G définie sur R par G(x) = x3 + 2 est aussi une primitive de f sur R puisque
G'(z) = f(=).
x

VaZ+ 3

Exemple. Soit f la fonction définie sur R par f(zx) = Alors la fonction I définie

sur R par F(x) = Va? + 3+ 7 est une primitive de f.

En effet :
2x

X
2V + 3 vz +3

Proposition 1.1. Soit f une fonction admettant une primitive F' sur un intervalle I. Alors f
admet une infinité de primitives : G est une primitive de f si et seulement si il existe un réel
k € R tel que pour tout x € 1,

F'(z) f(z).

Démonstration.

Si F' et G sont deux primitives de f sur I alors :
(F-GQ)=F -G =f-f=0.
Donc F' — G est une constante k. (Il

Proposition 1.2. Soit f une fonction admettant une primitive F sur un intervalle 1. Soit
a€cl etbeR. Alors il existe une et une seule primitive G telle que G(a) = b.

Démonstration.

On a vu qu'il existe une constante k telle que pour tout x € I, G(z) = F(z) + k. D’ou :

Gla)=b < Fla)+k=0b < k=b— F(a).

Exemple. Il existe une unique primitive F' de x — x sur R telle que F(1) = 2.
2

Les primitives sont de la forme x +— % +k ou k € R.

1 3
F(1) = 2 impose donc §+k::2 d’ou k = 7"



1.2 Théoréme fondamental

Théoréme 1.1. Soient f une fonction continue sur [a,b] et xg € [a,b]. Alors la fonction

F::U»—>/$f(t)dt

est la primitive de f qui s’annule en xg.

Démonstration.

Calculons la dérivée de F'. Soient = €]a, b et h un réel assez petit tel que = + h €la, b].
Ona:

z+h x z+h
F(x—i—h)—F(w)—/ f(t)dt—/ f(t)dt—/ F(2)dt.

Donc :
h T h
Ce taux d’accroissement est la moyenne de f sur [z,z + h]. Il existe donc ¢ € [x,z + h] tel
que :

F(x+h)—F(z) 1 /Hh £t)dt.

Or, il existe t € [0, 1] tel que ¢ = x+th. Donc quand h — 0, nécessairement ¢ — x et comme
f est continue alors f(c) — f(x).
On a donc :

F'(z) = lim = lim /(& + th) = f(x).

Par suite F'(z) = f(z). O

F(z+h)— F(x)
h

Théoréeme 1.2. Si f est une fonction continue sur un intervalle quelconque I de R, alors elle
admet une primitive sur I.

Remarque. Si F' et G sont deuz primitives de f sur un intervalle I, alors la différence G — F
est constante sur I.

On désigne par / f(z) dz toute primitive de f. Autrement dit :

/f(x)dx—F(J:)+C,

ol F' est une primitive de f et C' une constante réelle.



1.3 Primitives usuelles

Domaine Primitive
xa+1
10, 400 /xada::a+1+(7,a7é—1
1
R* /xm:mm+c
R /eaxdlee“m+07a7é0
a
1
R /sin(am) dx = ——cos(ax) +C, a#0
a
1
R cos(ax) dx = . sin(ax) + C, a #0
1 -5, 51 /(1+tan2x)dx:tanx+0
10, 7| /(1+cot2x)da::—cota:+0
d
| —a,d /\/aziimz:arcsinz—FC
R /mzlarctanx+0
a>+2>  a : a
R /sh(aa:) dx = —ch(ax) + C
a
1
R /ch(ax) dx = o sh(az) +C
dz
R ——= = argsh(zx) + C
| =5 —anesh(o)

2 Intégrale d’une fonction continue sur un intervalle

2.1 Définitions

Définition 2.1. On appelle intégrale de f sur [a,b] le nombre réel F(b) — F(a) ot F est une
primitive quelconque de f sur I. Il est noté :

b
/f@mx:F@_me
3

Exemple. Calcul de l’intégmle/ rdx :

2
2

Une primitive de f(x) =z est F(z) = %

Donc : 5
9 4 5
de=F3)—F(2)==-—=-=—.
| ade=r@) -Fe) =55 =3
Remarque. o L’intégrale d’une fonction f sur [a,b] est indépendante du choizx de la prim-

itive F'.

a

b
e On note aussi/ f(z)dx = [F(z)]’ = F(b) — F(a).

b
e Dans l’écriture / f(x)dx, la variable x est « muette », ce qui signifie que :
a

[ rwae= [Cgwa=

3



2.2 Propriétés de l’intégrale

Proposition 2.1. Soient f, g deuz fonctions intégrables sur [a,b] et X\ € R. Alors les fonctions
f+g, A, |f] et fg sont intégrables sur [a,b] et on a :

/ 4+ ) do = / ' fla)do 1 / " o) da,

/ab)\f(:v)d:c:)\/abf(x)dx,

[ rwa=- ["sea.
/abf(:v)d:v: /acf(a;)da:+/cbf(x)dw.

2.3 Inégalité de Cauchy-Schwarz

Théoréme 2.1 (Inégalité de Cauchy-Schwarz). Soient f et g deux fonctions intégrables sur

(a,b]. Alors :
(/ ' Faoa) dx)2 <(/ b(f(w))2d$> (/ b<g<x>>2dx) .

La fonction (f + Ag)? est positive sur [a, b] pour tout réel A\. Donc le polynéme de deuxieéme
degré

Démonstration.

b
POV = [ (#(a) + Ag(a))? do

est toujours positif pour tout réel' A. Par suite son discriminant est négatif ou nul :

v (] ’ fa)oe) d:c)2 -(/ b<f<x>>2dx) (/ b(g(x»?dx) <.
|

Théoréme 2.2. Si f est une fonction bornée sur |a,b] et continue, sauf en un nombre fini de
points de [a,b], alors f est intégrable sur [a,b]. En particulier, si f est continue sur |a,b], alors
f est intégrable sur [a,b].

2.4 Inégalité de la moyenne

Proposition 2.2. Soit f une fonction intégrable sur un intervalle [a,b]. S’il existe des réels
m, M et k tels que pour tout x € [a,b], on ait :

b
e m< f(x) < M, alorsm(ba)g/ f(z)de < M(b—a).

b
 If < b alors [ 17()|do < kb - a).

Définition 2.2 (Valeur moyenne). Soit f une fonction continue sur [a,b], (a #b). On appelle
valeur moyenne de f sur [a,b] le nombre réel uy défini par :

b
n = [ e

Exemple. La valeur moyenne sur [0,1] de la fonction f(x) = 2% est :

1 371
9 x 1
: /ox ! [3]0 3

4




2.5 Formule de la moyenne

Proposition 2.3 (Formule de la moyenne). Soit f une fonction continue sur [a,b], (a # b).
Alors il existe ¢ € [a,b] tel que :

b
i [ f@de = s

2.6 Inégalité des accroissements finis

Proposition 2.4 (Inégalité des accroissements finis). Soit f une fonction dont la dérivée f’ est
intégrable sur un intervalle [a,b]. S’il existe trois réels m, M et k tels que pour tout x € [a,b],
on ait :

e m< fl(x) <M, alors m(b—a) < f(b) — f(a) < M(b—a).

« |f'(@)| <k, alors |f(b) — f(a)| < k(b—a).

3 Meéthodes d’intégration

3.1 Théoreme fondamental du calcul intégral

Théoréme 3.1 (Théoréme fondamental du calcul intégral). Soient f une fonction continue sur
[a,b] et F' une primitive de f. Alors :

b
/ f(z)dz = F(b) — F(a) = [F(z)].

3.2 Intégration par parties

Théoréme 3.2 (Intégration par parties). Soient f et g deux fonctions de classe C' sur [a,b].
Alors :

b b
/ F(2)g () d = [f(2)g(@)]] — / f()g(x) da.

Démonstration.

Ona: (fg)(z) = f(2)g(x) + f(x)g ().

Donc :

b b b
/ (o) (@) dz = [f(z)g(x)] = / f(@)gla) dx + / f(2)d () dz.

Exemple. Calculons/ In(z) dx.
1

On pose f(x) =1n(z) et ¢'(xz) =1, donc f'(x) = é et g(x) = x.
Ainsi :

/:ln(x)dx— [ In(2)]° —/:d:v—e—(e—l) .



3.3 Changement de variables
Théoréme 3.3 (Changement de variables). Soient f : I — R continue sur l'intervalle I C R,

et ¢ : J — I une application bijective d’un intervalle J de R dans 'intervalle I, tels que ¢ et

¢~ soient continiment dérivables. On a alors :

b ©(b)
[ o= [~ s i
a w(a)

Démonstration.

Si F' est une primitive de f alors :

(Fop)(t)=TF'(p(t)e'(t) = f((t)#(t).

Donc :

b b
/ Fle(t))¢'(t) dt =/ (Fog)(t)dt = [(Fop)D), =/ f(z) da.

Remarque. Si F' est une primitive de f alors :

/f(tp(t))w’(t) dt = F(p(t))+C, CeR.

1
2t
Exemple. Calculons l'intégrale T —/0 mdt.
Posons p(t) =t + 1, donc ¢'(t) = 2t.
Ainsi : . ) )
(¢ d 1 1 1
o (p(t)) 1 U AR 2 2
Exemple. Calculons la primitive /sinxcosa:d:v sur lintervalle | — 1,1].

Posons sinx =t = cosz dr = dt.
D’ou :

1 1
/sinxcosxdx = /tdt = 5752 +C = §(sin:c)2 +C.

3.4 Fractions rationnelles

Définition 3.1. On appelle fraction rationnelle réelle toute fonction f de la forme :

ot P et Q sont deuz polyndomes a coefficients réels.

Définition 3.2 (Division euclidienne). Soient A(z) et B(x) deux polynomes réels. On appelle
division euclidienne (ou division selon les puissances décroissantes) de A(x) par B(x) l'unique
couple (Q, R) tel que :

A(z) = B(z)Q(x) + R(x)

avec R =0 ou bien deg R < deg B.



3.5 Décomposition en éléments simples

Proposition 3.1. Tout polynome non nul P(x) d coefficients dans R s’écrit sous la forme :

p q
P(x)=c H(x —rg)"F H(m2 + b + c)"",
k=1 k=1

avecbi—4ck<0, mp,np € N pour 1 <k <mn etc#0.

P(z)
Q(x)

Théoréme 3.4 (Décomposition en éléments simples). Soit f(z) =

une fraction rationnelle

telle que P(x) et Q(x) n'ont aucune racine commune. Si
p q
Q) = c [ [ (@ —re)™ [] (= + baw + cx)™,
k=1 k=1

avec b% —dep < 0 et ¢ # 0, alors la décomposition en éléments simples de f(x) s’écrit d’une
maniére unique sous la forme :

P my A . B;jx + C;
f(x)zE(w)+sz+ZZ(x2+jzi:c+c]i)j’

i=1 j=1 i=1 j=1

ot Ajj, Bij et Cyj sont des constantes réelles, et E(x) est un polynome appelé partie entiére
de la fraction rationnelle f(x).

Remarque. Pour calculer une primitive de f(x), il suffit alors de calculer les primitives de :

a ar+b 9
E(zx), ——, n>1 et ———— n>1, ¢“—4d<0.
@) G " @@ reata "m0 C
Proposition 3.2.
aln|z —b|+C sin=1,
/ a dx =
T AT = a

(z —b) - +C sin>2.

(n—1)(z —b)n!

Proposition 3.3.

/ axr +b dx_a/ 2r +c¢ dx+<b_ac)/ dz
(224 cx+dr " 2) (@24 cx+d)n 2 (22 + cx +d)"

Proposition 3.4.
In|z? +cr+d +C sin=1,

2x +c dr —
@teardr |- 1 +C sin>2.
(n—1)(2? + cx + d)n! -

Proposition 3.5 (Relation de récurrence pour I,).

7L T +2n—1
-~ 2n (14 a?2)n omn

In—l—l(x)

ot In(z) = / dz

(L +a2)m



dx
(172 + x4+ %)2 :
Posons u=x + % On obtient :

J(x) = /(u;iflﬂ ~ D(u).

D’apreés la relation de récurrence :

Exemple. Calculons J(x) :/

3
Y + —arctanu + C.

1
L) =izsme T

Donc : .
1 x4 3 1
J(@)= - — 2 + “arct +o)+C
(x) e %)2 1) 4 drctan (a: 2>
44z -1
Exemple. Calculons I(x) :/xtxldx.
72 —

La division euclidienne de P(z) = 23 + 4z — 1 par Q(x) = 2? — 1 donne :
P(z) = 2Q(z) + 5z — 1.

Donc :
P(x)—er—Sxil —rb——+ b
Q(z) (x—1D)(z+1) r—1 x+1

Pour calculer a, on multiplie par x — 1 puis on donne a x la valeur 1 :

a=2.

Pour calculer b, on multiplie par x + 1 puis on donne d z la valeur —1 :

b=3.
Donc :
P(x) 2dx 3de 1 4
dx = d =- 21 -1 1 1 .
/Q(CL’) x /x I+/$_1+/:E+1 2I+ nlr—1+3hnlz+1/+C

3.6 Regles de Bioche

Pour choisir le changement de variable dans une intégrale de la forme / R(cosz,sinx) dz, on

utilise les regles de Bioche :
o Si f(—z) = f(z), on pose t = cosz.
e Si f(mr—=x)= f(x), on pose t = sinz.
e Si f(mr+x)= f(x), on pose t = tan .

. x
e Sinon, on pose t = tan <§>

Exemple. Calculons une primitive sur | — m,7[ de la fonction :

Fz) = sinx

 1+cosz’

On a f(—x) = f(z), donc on utilise t = cosx.
On a dt = —sinx dx.
Donc :

sin x dt
/1+cosx x T n|l+t n(1 + cosx)



3.7 Sommes de Riemann

Proposition 3.6. Si f est intégrable sur [a,b], la suite (S,) définie par

R ()

k=1

b
tend vers / f(z)dx quand n tend vers +oo.
a

1 1 1

Exemple. Calculons la limite de la suite S, = —— + + -+ .
n + % n+2 n+mn

Soit f la fonction définie sur [0,1] par f(x) =

Ona:

1+2°

n 1
lg < ) / L dr = In2.
et 1+=x
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