Calculs des intégrales doubles et triples

1 Rappel : Intégrale d’une fonction a une seule variable
Soit f une fonction réelle définie sur un intervalle [a, b], c’est-a-dire, f : [a,b] — R.

1) ler cas : Si f est en escalier, c’est-a-dire, il existe une subdivision tg = a < t; < t2 <
cor < tpo1 < t, = b telle que f est constante (f(x) = ¢;) sur chaque intervalle |¢;, t;11],

alors
b n—1
/ f(t) dt = Z Ci(ti+1 — ti).
a i=0

2) 2éme cas : Si f est bornée, on 'approche par des fonctions en escalier.

Définition 1.1 (Fonction intégrable). Une fonction bornée f : [a,b] — R est intégrable sur
[a,b] s’il existe un réel unique I tel que pour toute fonction en escalier u et v sur [a,b] vérifiant
u(z) < f(z) <wv(z), on a

/abu(:n)d:c <1< /abv(:r)dx,

et de plus, si pour tout € > 0, il existe des fonctions en escalier u. et ve vérifiant us(z) < f(x) <
ve(x) et

b b
OS/ ve(w)dx—/ ue(z) dr < e.

b
Le réel I est appelé l'intégrale de [ sur |a,b] et note’/ f(z)dzx.
a

b
Remarque. 1) Sila fonction f est positive sur |a,b], alors / f(x) dx représente l’aire sous
a

la courbe de f au-dessus de [a,b].
2) Si la fonction f est continue sur [a,b], alors f est intégrable sur [a,b].

3) Si f et g sont deux fonctions intégrables sur [a,b], alors pour tous réels o et  on a
b b b
[@r+powdn=a [ f@yde+s [ g)as

2 Intégrales doubles

2.1 Intégration sur un rectangle de R?
Soit R = [a,b] x [¢, d] un rectangle dans R2. Soit f une fonction définie sur R & valeurs dans R,

c’est-a-dire, f : [a,b] X [¢,d] — R.

1) ler cas : Si f est en escalier, c’est-a-dire, il existe une partition de [a, b] X [c,d] par des
subdivisions
tr=a<ti<to< - <tp_1<t,=0b

et
Sp=c< 8 <8< < Sy1<8Sy=d

telle que f est constante (f(z,y) = ¢;;) a l'intérieur de chaque rectangle Jt;, t;41[x]s;, sj41[-



Définition 2.1 (Intégrale double d’une fonction en escalier). L’intégrale double de la fonction
en escalier f sur le rectangle R = [a,b] X [c,d] est définie par

/Z;ﬂ%yﬁhdyz D cijltivn —t) - (sj41 — 55).

1<i<n
1<j<m

Remarque. La valeur de l'intégrale // f(z,y)dxdy ne dépend pas des valeurs de f sur les
R
bords des petits rectangles [t;,tiv1] X [}, Sj41]-

1) 2éme cas : Si f est bornée sur R = [a,b] X [c,d], on 'approche par des fonctions en
escalier.

Définition 2.2 (Intégrabilité sur un rectangle). On dit qu’une fonction bornée f : R = [a,b] X
[c,d] — R est intégrable sur le rectangle R s’il existe un réel unique I tel que pour toutes
fonctions en escalier u et v définies sur R, telles que u(x,y) < f(z,y) < v(z,y), on a

//Ru(x,y)dxdyﬁlé/Av(:z:,y)d:z;dy,

et de plus, si pour tout € > 0 il existe des fonctions en escalier u. et v. vérifiant

Us(x’y) < f(if7y) < UE(xay)

og// va(x,y)da:dy—// ue(z,y) de dy < e.
R R

Le réel I s’appelle l'intégrale double de f sur R et se note // f(z,y)dzdy.
R

Théoréme 2.1. 1) Sila fonction f est positive sur R = |a,b] X [¢,d], alors // f(z,y)dedy
R

représente le volume sous le graphe de f au-dessus de R.

2) Si la fonction f est continue sur le rectangle R = [a,b] X [¢,d], alors f est intégrable sur

R.

Proposition 2.1 (Propriétés de l'intégrale double). 1) Si f et g sont deux fonctions inté-
grables sur le rectangle R = [a,b] X [c,d], alors pour tous réels a et 5 on a

//R(aﬂﬁg)(x,y)dxdy:a//Rf(a:,y)da:dy+5//Rg(x,y)dxdy.

2) Si on disjoint le rectangle R en une partition de deux rectangles Ry et Ra, c’est-a-dire,
R =Ri1URs avec R1 N'Ry = &, alors

//Rf(m,y)dxdy:/le(x,y)da:dy—i—/RQf(x,y)dxdy.

2.2 Calcul des intégrales doubles sur un rectangle

Théoréme 2.2 (Théoréme de Fubini). Soit f une fonction continue sur le rectangle R =
[a,b] X [c,d]. Alors

/Af(x’y)d‘”dy—/ab (/cdf(w,y)dy> drr—/cd (/abf(w,y)dx> dy.
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Remarque. En particulier, si f est un produit de deux fonctions g et h d’une seule variable,
c’est-a-dire, f(z,y) = g(x) - h(y), alors

b d
J[rwnasay=( [ swae) ([nwa).
Exemple. Pour R =[—1,0] x [0,1] et f(z,y) = 2%+ 4>, on a
0 1
// (2% + 9?) dzx dy :/ (/ (:c2+y2)dy> dx
R —1 0
0 1 2 1710 2
= 2 — = | — — = —
L) [ 8
Exemple. Pour R =[0,1] x [1,2] et f(z,y) =" ¥, on a
// e dr dy = // e*e¥dx dy
[0,1]x[1,2] [0,1]x[1,2]
1 2
:/ exdx/ eVdy =e(e—1).
0 1

2.3 Intégration sur une partie bornée de R?

Soit f : D C R? — R une fonction définie sur une partie bornée non-rectangulaire D. On
consideére un rectangle R tel que D C R et on définit la fonction f sur R par

r o f(x,y) si (l‘ay) € D,
ﬂ’w_{o si(w,y) &.D.

/ /D fawdody = [ /R f(z,y) du dy.

On peut se ramener a deux types de domaine D :

On pose

— Type 1:
D={(z,y) eR*|a<z<bet gi(z) <y < ga()},

ou g1 et g sont deux fonctions continues de [a, b] dans R.

— Type 2 :
D={(z,y) eR*|c<y<det hi(y) <z < ha(y)},

ou hi et hy sont deux fonctions continues de [c, d] dans R.

Théoréme 2.3 (Théoreme de Fubini sur un domaine borné). Soit f une fonction continue sur
une partie bornée D C R2. Alors f est intégrable sur D et on a deuz cas :

1) Sile domaine d’intégration D est de type 1, alors

fagydzdy= [ [7 r@wdy) de.
/], [

2) Si le domaine d’intégration D est de type 2, alors

faydedy= [ [ fayde ) av
/], [ (L
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Remarque. 1) Le choix d’intégrer d’abord par rapport a4 x ou par rapport a4 y peut amener
des calculs plus ou moins longs.

2) L’aire d’un domaine borné de R? est donnée par
A(D) = aire(D) = // ldx dy.
D

2.4 Intégrale double et changement de variables

Rappel : Pour une fonction d’une seule variable intégrable sur [a, b], on a

b d
/ f(z) dz = / Fa(®)g'(t) dt,

ou g est une bijection de [c, d] sur [a,b].
Théoréme 2.4 (Changement de variables en dimension 2). Soit

p:DCR? — R2
(u,v) — (x,y) - @(uvv) - (Qol(uvv)v@?(uvv))

une fonction injective et de classe C* sur D telle que det(J,(u,v)) # 0, ot J,(u,v) est la
matrice Jacobienne de ¢ définie par

921140y 2284, 0)

Totwo)=| go 50
%(Uw U) W(U, U)

Si f est une fonction intégrable sur (D), alors

/ /W)) flag)dedy = [[ o plu0)|det(T (w0 dud.

2.5 Changement en coordonnées polaires

Si la fonction f ou le domaine d’intégration sont exprimés en fonction de z? + y?, alors le
calcul d’intégrale est souvent plus facile en passant en coordonnées polaires, via ’application
injective de classe C! sur RY x [0, 27| définie par

¢ :R: x[0,2n] — R?
(r,0) +— @(r,0) = (rcosf,rsinf) = (z,y)

Dans ce cas, on a
cosf) —rsinf
sinf  rcosf

//(D)f@vy)dl’dy://Df(rcos&rsinﬁ)rdrde,
¢

Exemple. Calculons l'intégrale I = // zydzxdy ou
A

det(Jy(r,0)) =

Alors

A={(z,y) eR*:2>0,y >0 et 2> +y*> < 1}.



On a A= ¢(B) ou

B={(r0) e Ry x[0,2r:0<r<1et0<6<7/2}.

:// xydxdy:// xy dx dy
// (rcos@)(rsind)rdrdd

= // 73 sin(20) dr df
—2/Jo [0,1]x 07r/2

/ T dr/ sin(26) d

Alors

3 Intégrales triples

On définit et on calcule les intégrales pour les fonctions de trois variables (et plus...) de maniere
totalement similaire et on note I'intégrale triple d’une fonction f sur une partie bornée A de R3

par
// f(z,y, z)dzdydz.
A

3.1 Théoréme de Fubini dans R?

Le théoréme de Fubini dans R? permet de ramener le calcul d’une intégrale triple & celui d’une
intégrale double et ainsi, grace au méme théoréme énoncé dans R?, & celui d’intégrales simples.

Théoréme 3.1 (Théoréme de Fubini dans R3). Soit

A={(z,y,2) R’ | (z,y) € BCR? et g1(z,y) < z < ga(,y)},

ot B est une partie bornée de R? et les fonctions gy et ga sont continues sur B.
St f est une fonction intégrable sur A, alors

92(9371/
// f(z,y,2) da:dydz—// (/ a;y,z)dz)da:dy.
91(z,y)

B={(z,y) eR? |a<z<b ety () <y<pz)}

De plus, si

ot @1 et o sont deuz fonctions continues de [a,b] dans R, alors

b w2 () 92(2,y)
/// f(x,y,z)dxdydz:/ / / fz,y,2)dz | dy | da.
A a e1(x) g1(z,y)

Remarque. 1) Il peut avoir différentes formulations suivant la forme du domaine d’intégration
A. On peut procéder dans l'ordre des variables que I'on veut, toutes donnant le méme ré-
sultat.

2) En particulier, si f(x,y,z) = 1 sur A, lintégrale /// 1dx dy dz représente alors le volume
A
de A.



Exemple. Soit A= {(z,y,2) € (Ry)? |z +y+ 2 < 1}.

1
Calcul drdydz.
acuons//[q(1+x+y+z)2 xdydz

Le domaine d’intégration peut étre exprimé comme

A:{(x,y,z)€R3\0§x§1, 0<y<l—z, 0<z<1l-—z-y}

D’apres le théoréme de Fubini, on a

///A I+ +1y+z)2 ey dz = /01 </o1 </omy (1 +:c+1y+ PE dz) dy) o

:Z—lnz

D’autre part, le volume du domaine A peut étre calculé comme suit,

v [ff v [ ([ ) w)ao- L

3.2 Changement de variables dans R?
Théoréme 3.2 (Changement de variables en dimension 3). Soit

p:ACR} — R3
(u,v,w) — (2,9,2) = o(u,v,0)

une fonction injective de classe C' sur A telle que det To(u,v,w) # 0, ot J, est la matrice
Jacobienne de .
Si f est une fonction intégrable sur B = p(A), alors

//w(A)f(:”’y’Z)dxdde:///AfOSO(u,vaw)det(%(u,v,w)ndudvdw.

3.3 Coordonnées cylindriques

Les coordonnées cylindriques d'un point (z,y,z) € R? sont définies par le changement de
variables via application injective de classe C! sur R* x [0, 27[xR définie par

o :R* x [0,27[xR — R3
(r,0,2) — (z,y,2) =p(r,0,z) = (rcosf,rsinb, z).

Dans ce cas, on a
cosf) —rsing 0

Jo(r,0,2) = | sinf  rcosf 0
0 0 1

et
det(J,(r,0,2)) =r.

/// flz,y,z)dedydz = /// f(rcosf,rsind, z)rdrdfdz.
»(A) A

Alors



3.4 Coordonnées sphériques

Les coordonnées sphériques d'un point (z,y,2) € R? sont définies par le changement de
variables via I'application injective de classe C! sur R x [0, 27[x [0, 7[ définie par

@ :RY x [0,27[x[0, 7] — R3
(r,0,¢0) — (z,y,2) = @(r,0,¢) = (rcosfsin ¢, rsinbsin ¢, r cos ¢).

Dans ce cas, on a

cosfsing —rsinflsing rcosfcos¢
Jo(r,0,¢0) = | sinfsing rcosfsing rsinfcose
cos ¢ 0 —rsin ¢

et
| det(T,(r,0,0))| = 2 sin ¢.

Alors

// f(x,y,2)dedydz = /// f(rcos @sin ¢, rsin @ sin ¢, r cos ¢) 2 sin ¢ dr df de.
©(A) A

4 Exercices

Z N
1) Calculer I = ///A mdm dy dz ou

A={(z,y,2) eER® |22+ > <let0< 2z <1}
2) Calculer le volume d'une boule de R? de rayon .
3) Calculer //D(x2 + y?) dx dy ot

D={(z,y) eR? | x>0, y >0, 2>+ y> <1}

4) Calculer le volume du domaine D délimité par la sphére de rayon a et les plans z = b et
z=—bavec 0 <b<a.

1) Pour A= {(z,y,2) eR® |22 +¢y> <let0< 2z <1}

En coordonnées cylindriques, on a

A={(r0,z) | 0<r<1,0<6<2rm 0<z<1}.

z
1 27 1 Py
:// /27“dzd9d7“
0 Jo o T
1 27 12
—// /dzd&dr
0 Jo o T
1 27 1 11
:/ / deT:ﬂ'/ —dr = +00.
0 0 27" 0 T

L’intégrale diverge (probleme en r = 0).



2) Volume d’une boule de rayon R :

En coordonnées sphériques,

B:{(T797¢)‘OSTSR, 0§9§27T, 0§¢>§7r}

vz/// 1d:cdydz:/R/Zﬂ/ﬂﬁsin(ﬁdqsdedr
/ /zﬂde/ sin ¢ do

3
_BE o, 2_47TR

3 3
2, .2 .
3) //(;U + y*) dx dy ou
D

D={(x,y) eR*| x>0, y>0, 2°+y> <1}.

En coordonnées polaires,

D={(r6)0<r<1,0<0<nr/2}.

w/2 rl
// (:U2+y2)d:cdy:/ / 2 rdrdf
D
—/ dﬁ/ 3 dr =

4) Volume du domaine délimité par la sphere de rayon a et les plans z = b et z = —b avec
0<b<a.

s

L
1

wm

Le domaine est

D={(z,y,2) eR® | 2? + 1y + 22 <a?, —b<2z<b)

En coordonnées cylindriques,

D={(r6,2)|0<r<+va?—22, 0<0<2r, —b<z<b}.

21 pvVa2—22
V= /// 1dxdydz-/ / / rdrdfdz
21 2 2
// d9dz-7r/ (a? — 2%) dz
b

26 27h
=7 [a z— 23] . =7 <2a2b— 3) = %(3@2 —b?).
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