
Chapitre 3 : Compacité

Dé�nitions

Dé�nition 0.1 On dit qu'un espace topologique (E, τ) est compact ssi (E, τ) est séparé
et (Borel-Lebesgue) de tout recouvrement d'ouverts, on peut extraire un recouvrement �ni.

Remarque. Borel-Lebesgue s'écrit aussi avec des fermés :

∀(Fi)i∈I ⊂ τ c,
⋂
i∈I

Fi = ∅ =⇒ ∃J ∈ Pf (I),
⋂
i∈J

Fi = ∅.

Proposition 0.1 Soit (E, τ) un compact et (Fn)n≥0 une suite décroissante de fermés non
vides. Alors

⋂
n≥0 Fn ̸= ∅.

Démonstration. Si l'intersection est vide, d'après Borel-Lebesgue, il existe J ⊂ I �nie
telle que

⋂
n∈J Fn = ∅. Avec n0 = max J ,

⋂
n∈J Fn = Fn0 = ∅ d'où la contradiction.

Remarque.

� R n'est pas compact car R =
⋃

n∈Z]n−1, n+1[ et pour tout k, k /∈
⋃

n̸=k]n−1, n+1[.

� On a aussi une preuve avec des fermés :
⋂

n≥0[n,+∞[= ∅ avec des fermés non vides.

Dé�nition 0.2 Soit (E, τ) un espace topologique et K ⊂ E. K est dite partie compacte

de E ssi (K, τK) est compact ssi :

� (K, τK) est séparé

� K =
⋃

i∈I(ωi ∩K) =⇒ ∃J ⊂ I �nie, K =
⋃

i∈J(ωi ∩K).

SSI

� (K, τK) est séparé

� K ⊂
⋃

i∈I ωi =⇒ ∃J ⊂ I �nie, K ⊂
⋃

i∈J ωi.

Proposition 0.2 Si (E, τ) est séparé, K compact =⇒ K fermé. Si (E, τ) est compact,
K fermé =⇒ K compact.

Démonstration.

� Soit x ∈ Kc. Pour tout y ∈ K, il existe ω1y, ω2y tels que y ∈ ω1y, x ∈ ω2y et
ω1y ∩ ω2y = ∅. K ⊂

⋃
x∈K ω1y donc il existe (y1, . . . , yp) tel que K ⊂

⋃
1≤i≤r ω1yi .

K ∩
(⋂

1≤i≤p ω2yi

)
∩K ̸= ∅ donc x0 ∈ Kc donc Kc ouvert et K fermé.

� Si
⋂

i∈I(Fi ∩K) = ∅, il existe J �nie telle que
⋂

i∈J(Fi ∩K) ̸= ∅. De plus, si (E, τ)
est séparé, (K, τK) le reste.

Exemple. [0, 1] ∩Q n'est pas un compact de Q car il n'est pas fermé dans R.
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Propriétés

Proposition 0.3 Soit (E, τ) un compact, (xn) une suite d'éléments de E. Alors (xn) a
une valeur d'adhérence et si celle-ci est unique (xn) converge.

Démonstration.

� adh(x) =
⋂

n∈NXn donc adh(x) est une intersection de fermés non vides. Donc
adh(x) ̸= ∅.

� Supposons adh(x) = {a}. Soit ω un ouvert contenant a.

⋂
n≥0

(
Xn ∩ ωc

)
=

(⋂
n≥0

Xn

)
∩ ωc = ∅.

Donc il existe J �nie telle que
⋂

n∈J
(
Xn ∩ ωc

)
= ∅ donc il existe n ∈ J , Xn∩ωc = ∅.

Donc Xn ⊂ ω donc Xn ⊂ ω et limn→+∞ xn = a.

Proposition 0.4 L'image continue d'un compact est un compact si l'espace d'arrivée est
séparé.

Démonstration. Si f(K) ⊂
⋃

i∈I ω
′
i, K ⊂ f−1

(⋃
i∈I ω

′
i

)
=
⋃

i∈I f
−1(ω′

i). Il existe alors
J �nie telle que K ⊂

⋃
i∈J f

−1(ω′
i). Donc f(K) ⊂

⋃
i∈J ω

′
i.

Lemme 0.1 Dans un espace métrique, tout compact est borné.

Démonstration. Soit x0 ∈ K. K ⊂
⋃

r>0 Bd(x0, r) donc il existe R > 0 tel que K ⊂
Bd(x0, R).

Corollaire 0.1 Si f : (E, τ) → R est continue et K ⊂ E est compact, f |K est bornée et
atteint ses bornes.

Démonstration. f(K) est borné car compact. Donc il est fermé et contient ses bornes.

Dé�nition 0.3 K est dit précompact ssi

∀ρ > 0, ∃n ∈ N,∃(x1, . . . , xn), K ⊂
⋃

1≤i≤n

B(xi, ρ).

Proposition 0.5 Soit (E, d) un espace métrique. K compact ssi ∀x ∈ KN, adh(x) ̸= ∅
et adh(x) ⊂ K ssi ∀x ∈ KN, ∃φ ∈ NN strictement croissante, x ◦ φ converge dans K.

Démonstration. 1 ⇒ 2 vu dans les espaces topologiques. 2 ⇒ 3 dé�nition de adh(x)
dans un espace métrique. 3 ⇒ 1 nécessite deux lemmes.

Lemme 0.2 Si K véri�e 3 avec K ⊂
⋃

i∈I ωi, il existe ρ0 > 0 tel que pour tout x ∈ K, il
existe ix tel que B(x, ρ0) ⊂ ωix.
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Démonstration. Supposons que ∀ρ0 > 0, ∃x∀i, B(x, ρ0) ̸⊂ ωi. Pour ρ0 =
1
n
, on dé�nit

une suite (xn)n ∈ KN. Il existe donc φ, l tel que limn→+∞ xφ(n) = l ∈ K =
⋃

i∈I ωi. Il
existe i0 tel que l ∈ ωi0 donc, comme ωi0 est ouvert, il existe ε > 0, B(l, ε) ⊂ ωi0 . Pour k
assez grand B(xφ(k),

1
φ(k)

) ⊂ B(l, ε) ⊂ ωi0 . En e�et, pour tout z ∈ B(xφ(k),
1

φ(k)
),

d(z, l) ≤ d(z, xφ(n)) + d(xφ(n), l) → 0.

Donc on a une contradiction.

Lemme 0.3 Si K est séquentiellement compact, il est précompact.

Démonstration. On suppose que

∃ρ > 0, ∀p ≥ 0,∀x1, . . . , xp, K ̸⊂
⋃

1≤i≤p

B(xi, ρ).

On construit x ∈ KN tel que :{
x0 ∈ K

∀i ∈ N, xi ∈ K \
(⋃

1≤j≤i−1B(xj, ρ)
)
̸= ∅ par hypothèse

Il existe l, φ tel que limn→+∞ xφ(n) = l. Donc limn→+∞ d(xφ(n), l) = 0. Or cette suite est
minorée par ρ à partir d'un certain rang. Donc contradiction.

SoitK ⊂
⋃

i∈I ωi avec ωi ouverts. D'après le lemme 3.0.3, ∃ρ0 > 0,∀x ∈ K, ∃ix, B(x, ρ0) ⊂
ωix . D'après le lemme 3.0.4, ∃p, x1, . . . , xp,K ⊂

⋃
1≤j≤pB(xj, ρ0) ⊂

⋃
1≤j≤p ωixj

.
⋃

1≤j≤p ωixj
est un recouvrement �ni de K donc K véri�e Borel-Lebesgue.

Théorème 0.1 (Tychono�) Tout produit de compacts est compact.

Démonstration.

� Cas �ni. Soient K1, K2 deux compacts. On a déjà vu que K1 ×K2 était séparé. Si
K1 ×K2 ⊂

⋃
i∈I ωi, on a⋃

i∈I

ωi =
⋃
i∈I

⋃
j∈Ji

(ωj
1 × ωj

2) =
⋃
k∈K

ωk
1 × ωk

2 .

Pour x1 �xé dans K1, {x1} ×K2 est compact car homéomorphe à K2 donc il existe
Kx1 ⊂ K �ni tel que {x1} ×K2 ⊂

⋃
k∈Kx1

ωk
1 × ωk

2 .

x1 ∈
⋂

k∈Kx1

ωk
1 donc K1 ⊂

⋃
x1∈K1

⋂
k∈Kx1

ωk
1 .

Or, comme K1 compact, K1 ⊂
⋃

1≤j≤q

⋂
k∈Kxj

ωk
1 .

Donc K1 ×K2 ⊂
⋃

1≤j≤q

ωk
1 ×

⋃
1≤j≤q

ωk
2 ⊂

⋃
l∈{�ni}

(ωl
1 × ωl

2).

Donc K1 ×K2 est compact.
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� Cas d'un produit dénombrable d'espaces métriques compacts. On va montrer que
K =

∏∞
i=1Ki est séquentiellement compact. Soit (Xp)p une suite d'éléments de

K. On note Xp = (xn
p )n. (x

1
p)p est une suite de K1 donc il existe x1, φ1 tel que

limp→+∞ x1
φ1(p)

= x1. (x2
φ1(p)

)p est une suite de K2 donc il existe x2, φ2 tel que

limp→+∞ x2
φ1(φ2(p))

= x2. On construit ainsi par récurrence une suite (xn)n et (φn)n

tels que limp→+∞ x
(φ1◦···◦φp)(p)
n = xn. Soit n �xé. Pour tout p ≥ n, on a :

x(φ1◦···◦φp)(p)
n = x(φ1◦···◦φn−1)((φn+1◦···◦φp)(p))

n .

Or limp→+∞(φn+1 ◦ · · · ◦ φp)(p) = +∞ donc limp→+∞ x
(φ1◦···◦φp)(p)
n = xn. Donc

limp→+∞ X(φ1◦···◦φp)(p) = (xn)n. Donc K est séquentiellement compact.

� Les autres cas sont admis.

Proposition 0.6 Si K est compact et f : (K, d) → (E ′, d′) continue, alors f est unifor-
mément continue.

Démonstration. Supposons que f ne soit pas continue. Il existe ε > 0 tel que pour
tout η > 0 il existe xη, yη ∈ K tel que d(xη, yη) ≤ η et d(f(xη), f(yη)) > ε. Avec η = 1

n
,

on obtient des suites (xn)n et (yn)n dans K. Il existe l, φ tel que limn→+∞ xφ(n) = l. On a
aussi limn→+∞ yφ(n) = l car limn→+∞ d(xφ(n), yφ(n)) = 0.

ε < d(f(xφ(n)), f(yφ(n))) ≤ d(f(xφ(n)), f(l)) + d(f(l), f(yφ(n))) → 0.

D'où une contradiction.

Compacité et espaces vectoriels normés

Lemme 0.4 Soit RN muni de la norme in�nie et K ⊂ RN . K compact ssi K fermé
borné.

Démonstration.

⇒ Déjà fait.

⇐ K est borné donc K ⊂
∏N

i=1[ai, bi].

Lemme 0.5 [a, b] est un compact de R.

Démonstration. Montrons la propriété de Borel-Lebesgue pour [a, b]. Si [a, b] ⊂
⋃

i∈I ωi,
posons

A = {x ∈ [a, b],∃Jx ∈ Pf (I), [a, x] ⊂
⋃
i∈Jx

ωi}.

A ̸= ∅ car a ∈ A. Soit x ∈ A. [a, x] ⊂
⋃

i∈Jx ωi donc il existe i0 tel que x ∈ ωi0 qui est
ouvert donc il existe ε > 0 tel que ]x− ε, x+ ε[⊂ ωi0 . Donc ]x− ε, x+ ε[⊂ A et A ouvert.
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Soit (xn)n ∈ AN qui converge vers x ∈ [a, b]. [a, xn] ⊂
⋃

i∈Jxn
ωi et il existe i0 tel que

x ∈ ωi0 donc il existe N > 0 tel que xn ∈ ωi0 .

[a, xN ] ⊂
⋃

i∈JxN

ωi donc [a, x] ⊂

 ⋃
i∈JxN

ωi

 ∪ ωi0 .

Donc x ∈ A. A est ouvert fermé de [a, b] qui est connexe donc A = [a, b] donc b ∈ A donc
[a, b] compact.

Donc K est fermé dans un compact, donc compact.

Corollaire 0.2 Si (xn) ∈ (RN)N est bornée, on peut en extraire une sous-suite conver-
gente.

Démonstration. Il existe R > 0 tel que pour tout n, xn ∈ B(O,R) qui est fermée
bornée donc compacte donc séquentiellement compacte, ce qui assure le résultat.

Théorème 0.2 Soit E un R-espace vectoriel de dimension �nie N et notons (e1, . . . , eN)
une base de E.

� L'application

T :

{
(RN , ∥ · ∥∞) → (E, ∥ · ∥E)
(x1, . . . , xN) 7→

∑N
i=1 xiei

est un homéomorphisme.

� K est compact ssi K est fermé borné.

� Les normes sont équivalentes.

� Toute application linéaire est continue.

Démonstration.

� T est clairement une bijection.

∥T (x)∥E ≤
N∑
i=1

|xi|∥ei∥E ≤ ∥x∥∞
N∑
i=1

∥ei∥E.

Donc T est lipschitzienne donc continue. Il reste à montrer que T−1 est continue.
S = S∞(O, 1) est compact et

T :

{
S → R
x 7→ ∥T (x)∥E

est continue sur icelui donc T est minorée par T (x0). On a 0 < T (x0) ≤ T (x)

pour tout x ∈ S. Donc pour tout x ̸= 0, T
(

x
∥x∥∞

)
≥ T (x0) donc T−1 est aussi

lipschitzienne.

� K compact ssi T−1(K) compact ssi T−1(K) fermé borné ssi K fermé borné.

� T−1 est un homéomorphisme donc toutes les normes sont équivalentes à la norme
in�nie.
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� Les projections sont continues car on est en dimension �nie, + et · sont continues
donc

f :

{
E → E∑N

i=1 xiei 7→
∑N

i=1 xif(ei)

le reste.

Corollaire 0.3 Soit F un sous-espace vectoriel de E avec dim(F ) �nie. F est fermé.

Démonstration. BF (O, 1) est compacte donc fermé et F reste fermé par dilation.

Corollaire 0.4 Pour tout f ∈ C0([0, 1],R), il existe P ∈ Rn[X] tel que

∥f − P∥ = inf
Q∈Rn[X]

∥f −Q∥.

Démonstration.

T :

{
(Rn[X], ∥ · ∥) → (R, ∥ · ∥)
Q 7→ ∥Q− f∥

est continue et lim∥Q∥→+∞ T (Q) = +∞ car ∥f − Q∥ ≥ ∥Q∥ − ∥f∥. Il existe donc R > 0
tel que ∥Q∥ ≥ R =⇒ T (Q) ≥ infQ∈Rn[X] T (Q) + 1. On a de plus infQ∈Rn[X] T (Q) =
infQ∈B(O,R) T (Q) qui est donc atteint car B(O,R) est compacte.

Théorème 0.3 (Riesz) Soit E un espace vectoriel normé. BE(O, 1) est compacte ssi
dim(E) est �nie.

Démonstration.

⇒ B = BE(O, 1) est compact donc précompact donc B ⊂
⋃p

i=1B(xi,
1
2
). Posons F =

Vect{x1, . . . , xp}.

B ⊂ F +
1

2
B ⊂ 3

2
F +

1

4
B ⊂ . . . ⊂ F +

1

2n
B.

Donc B ⊂ F = F donc E ⊂ F . Donc dim(E) = p.

⇐ B est fermé borné donc compact.

Théorème 0.4 Soit E un espace vectoriel normé et T : E → E linéaire compacte (ie
pour tout borné B, T (B) ⊂ K avec K compact). Si λ ̸= 0, dim(Eλ) est �nie où Eλ =
{x ∈ E, T (x) = λx}.

Démonstration. BEλ
(O, 1) = BE(O, 1)∩Eλ ⊂ 1

λ
T (BE(O, 1)) qui est donc inclus dans

un compact. Donc BEλ
(O, 1) est fermé dans un compact donc compact et dim(Eλ) est

�nie.
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Espace quotient

Topologie quotient

Dé�nition 0.4 Soit E un espace vectoriel et F un sous-espace de E. On dé�nit E/F
comme le quotient de E par la relation d'équivalence :

∀x, y ∈ E2, x ∼ y ssi x− y ∈ F.

Proposition 0.7 Si F est fermé, la topologie quotient sur E/F est une topologie d'espace
vectoriel normé via la norme :

∥e∥E/F = inf
f∈F

∥e− f∥E = d(e, F )

qui est indépendante du représentant.

Proposition 0.8 τ∥·∥ est la topologie quotient τ .

Démonstration. On a le diagramme :

E
χ1−→ (E/F, ∥ · ∥)

↓ χ2

(E/F, τ)

On veut montrer que χ est continue et ouverte. Elle est continue car linéaire et lipschit-
zienne en 0 (∥χ1(e)∥ = ∥e∥ ≤ ∥e∥). Soit O un ouvert de (E/F, τF ). On a O = χ2(χ

−1
2 (O))

car χ2 est surjective. Donc χ1(O) = χ1(χ2(χ
−1
2 (O))) = χ1(χ

−1
2 (O)) qui est bien un ouvert

car χ1 est ouverte (χ1(B(e, r)) = B(χ1(e), r)).

Proposition 0.9 Soit E un espace vectoriel normé, φ : E → R une forme linéaire. φ est
continue ssi Ker(φ) est fermé.

Démonstration. Si φ est continue, Ker(φ) = φ−1({0}) est donc fermé. Si Ker(φ) est
fermé, soit φ = 0 et c'est �ni, soit φ est surjective. On a alors un isomorphisme φ entre
E/Ker(φ) et R = ℑ(φ). On a donc dim(E/Ker(φ)) = 1 donc φ est linéaire dans un
espace de dimension �nie donc continue donc φ l'est aussi car χ l'est.

Supplémentaires topologiques

Dé�nition 0.5 Soit E un espace vectoriel normé, F et G des sous-espaces vectoriels de
E tels que E = F ⊕G. On dit que F et G sont des supplémentaires topologiques ssi
les projections pF et pG sont continues.

Remarque. Comme pF + pG = Id, pF continue ssi pG continue.

Proposition 0.10 Avec les mêmes notations, si dim(F ) est �nie et G fermé, F et G
sont des supplémentaires topologiques.
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Démonstration. On considère le diagramme :

E
χ−→ E/G

pF ↘ ↗ pF
F

pF est injective car G = Ker(pF ) et surjective car pF l'est. Donc dim(E/G) = dim(F ) qui
est �nie donc pF est continue et pF = pF ◦ χ le reste.

Corollaire 0.5 Tout sous-espace vectoriel fermé de codimension �nie admet un supplé-
mentaire topologique.
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