
Chapitre 6: Applications de la Réduction

1 Calcul de l’exponentielle d’une matrice

1.1 Norme d’une matrice
Proposition 1.1. Pour toute matrice A ∈ Mn(C), on pose

N(A) = sup

{
∥AX∥
∥X∥

: X ∈ Cn, X ̸= 0

}
= sup

X∈Cn

X ̸=0

∥AX∥
∥X∥

où ∥ · ∥ est l’une des normes usuelles de Cn, ∥ · ∥1, ∥ · ∥2 ou ∥ · ∥∞. Alors

1. Pour tout A ∈ Mn(C), on a N(A) = sup∥X∥=1 ∥AX∥.

2. L’application N : Mn(C) → R+ définit une norme sur Mn(C).

3. N(I) = 1, où I est la matrice identité.

4. ∀A ∈ Mn(C), ∀B ∈ Mn(C), N(AB) ≤ N(A)N(B).

Remarque 1.1. 1. Dans la suite, pour toute matrice A ∈ Mn(C), on pose N(A) =
∥A∥.

2. (Mn(C), ∥ · ∥) est donc une algèbre normée de dimension finie, donc Mn(C) est
complet, c’est-à-dire Mn(C) est une algèbre de Banach.

1.2 Exponentielle d’une matrice
Proposition 1.2. Pour toute matrice A ∈ Mn(C), la série

∑+∞
k=0

Ak

k!
est convergente.

Définition 1.3. Pour toute matrice A ∈ Mn(C), on définit l’exponentielle de A, par

exp(A) =
+∞∑
k=0

Ak

k!

Exemple 1.1. 1. Si N est une matrice nilpotente d’indice q, alors on a

exp(N) =

q−1∑
k=0

Nk

k!
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2. Si D est une matrice diagonale, avec

D =


λ1 0 · · · 0
0 λ2 · · · 0
... ... . . . ...
0 0 · · · λn


alors on a

exp(D) =


eλ1 0 · · · 0
0 eλ2 · · · 0
... ... . . . ...
0 0 · · · eλn


Proposition 1.4. Soient A et B deux matrices de Mn(C), telles que AB = BA, alors
on a

exp(A+B) = exp(A) exp(B)

Proposition 1.5. Soit K un corps commutatif. Pour toute matrice A ∈ Mn(K), on
pose K[A] = {P (A) : P ∈ K[X]}. Alors K[A] est un K-espace vectoriel de dimension
finie, avec dim(K[A]) = m, où m est le degré du polynôme minimal de A.
Corollaire 1.6. Pour toute matrice A ∈ Mn(C), il existe un polynôme P de C[X], tel
que exp(A) = P (A).

2 Systèmes et équations différentiels linéaires

2.1 Définition d’un système différentiel
Définition 2.1. Un système différentiel est un système d’équations différentielles
s’écrivant sous la forme suivante :

(S)


x′
1 = a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn

x′
2 = a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn

...
x′
n = an1x1 + an2x2 + · · ·+ annxn

où pour chaque i ∈ {1, 2, . . . , n}, xi : R → C est une fonction inconnue de classe C1 et où
A = (aij)1≤i,j≤n est une matrice carrée d’ordre n à coefficients dans R.
Remarque 2.1. Posons

X(t) =


x1(t)
x2(t)

...
xn(t)


alors X : R → Cn est une fonction inconnue de classe C1 et le système (S) s’écrit sous la
forme matricielle suivante :

dX(t)

dt
= AX(t)

Par analogie à la dimension 1, on montre que la solution générale de ce système s’écrit
sous la forme suivante :

X(t) = exp(tA)X0, avec X0 ∈ Cn
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2.2 Résolution pratique d’un système différentiel
Soit A ∈ Mn(R) une matrice dont le polynôme caractéristique est scindé sur R. Soient
λ1, λ2, . . . , λr les valeurs propres de A, deux à deux distinctes, de multiplicités respectives
m1,m2, . . . ,mr, alors d’après la remarque 6.3, pour tout t ∈ R, on a

exp(tA) =
r∑

i=1

eλit

(
mi−1∑
k=0

tk(A− λiI)
k

k!

)
πi

où pour tout i ∈ {1, 2, . . . , r}, πi est la projection sur Ni parallèlement à
⊕

j ̸=i Nj, où
pour tout i ∈ {1, 2, . . . , r}, on a Ni = ker[(A− λiI)

mi ].
Pour chaque i ∈ {1, 2, . . . , r} et pour chaque k ∈ {1, 2, . . . ,mi − 1}, on pose

Xk =
(A− λiI)

k

k!
πiX0

alors on a Xk ∈ Ni, donc la solution générale du système s’écrit sous la forme :

X(t) =
r∑

i=1

eλitPi(t)

où pour chaque i ∈ {1, 2, . . . , r}, Pi(t) =
∑mi−1

k=0 tkXk est un polynôme de degré inférieur
ou égal à mi − 1 et à coefficients dans Ni.

2.3 Solutions réelles
Soit P un polynôme à coefficients réels et soit λ ∈ C un nombre complexe, alors on a
P (λ) = P (λ) et pour tout k ∈ N∗, on a P (k)(λ) = P (k)(λ). Donc si λ est une racine de P
de multiplicité m, alors λ est une racine de P de multiplicité m.

On considère le système différentiel (S) : X ′(t) = AX(t), où A est une matrice réelle
dont le polynôme caractéristique χA n’est pas scindé sur R.

Soit λ ∈ C une racine de χA de multiplicité m et soit (v1, . . . , vm) une base de ker[(A−
λI)m], alors on voit aisément que (v1, . . . , vm) est une base de ker[(A−λI)m], alors d’après
ce qui précède, on sait que tout i ∈ {1, 2, . . . ,m}, Xi et Xi sont deux solutions complexes
de (S), avec

Xi(t) = eλt
m−1∑
k=0

tk(A− λI)k

k!
vi et Xi(t) = eλt

m−1∑
k=0

tk(A− λI)k

k!
vi

Donc Yi =
Xi+Xi

2
et Zi =

Xi−Xi

2i
sont des solutions réelles de (S), ce sont la partie réelle

et la partie imaginaire de Xi. Donc si on pose λ = α + iβ et vi = vi1 + ivi2, où α, β sont
des nombres réels et vi1, vi2 sont des vecteurs de Rn, alors on aura

Yi(t) = eαt (cos(βt)Pi(t)− sin(βt)Qi(t))

Zi(t) = eαt (sin(βt)Pi(t) + cos(βt)Qi(t))

Ainsi pour tout a, b ∈ R, aYi + bZi est une solution réelle qui s’écrit sous la forme :

eαt (cos(βt)Pi(t) + sin(βt)Qi(t))
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où Pi et Qi sont deux polynômes de degré < m− 1 et à coefficients dans Rn.
Soit λ1, . . . , λp les racines complexes non réelles de χA et soit µ1, . . . , µq les racines

réelles de χA, alors on a

χA =

p∏
i=1

(X − λi)
mi(X − λi)

mi

q∏
j=1

(X − µj)
nj

Alors la solution réelle générale de (S) s’écrit sous la forme suivante :

X(t) =

p∑
i=1

eαit (cos(βit)Pi(t) + sin(βit)Qi(t)) +

q∑
j=1

eµjtRj(t)

où pour tout i ∈ {1, . . . , p}, on a λi = αi + iβi.

3 Équations différentielles linéaires à coefficients con-
stants

3.1 Équation homogène
Définition 3.1. Une équation différentielle linéaire d’ordre n à coefficients con-
stants s’écrit sous la forme suivante :

y(n) + an−1y
(n−1) + · · ·+ a1y

′ + a0y = 0

où a0, a1, . . . , an−1 ∈ R et où y : R → C est une fonction inconnue.

On considère l’équation différentielle linéaire d’ordre n à coefficients constants

y(n) + an−1y
(n−1) + · · ·+ a1y

′ + a0y = 0

Soit Y : R → Cn la fonction définie par

Y =


y
y′

...
y(n−1)


et soit A la matrice carrée d’ordre n définie par

A =


0 1 0 · · · 0
0 0 1 · · · 0
... ... ... . . . ...
0 0 0 · · · 1

−a0 −a1 −a2 · · · −an−1


Alors l’équation (E) est équivalente au système différentiel Y ′ = AY .

Définition 3.2. L’équation

rn + an−1r
n−1 + · · ·+ a1r + a0 = 0

s’appelle l’équation caractéristique de l’équation différentielle

y(n) + an−1y
(n−1) + · · ·+ a1y

′ + a0y = 0
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Remarque 3.1. 1. Si rn + an−1r
n−1 + · · · + a1r + a0 = 0 n’a que des racines réelles

λ1, λ2, . . . , λp de multiplicités respectives m1,m2, . . . ,mp, alors d’après ce qui précède,
la solution générale de l’équation

y(n) + an−1y
(n−1) + · · ·+ a1y

′ + a0y = 0

s’écrit sous la forme suivante :

y(t) =

p∑
i=1

eλitPi(t)

où pour chaque i ∈ {1, 2, . . . , p}, Pi est un polynôme à coefficients réels, avec
deg(Pi) < mi − 1.

2. Si les racines de rn + an−1r
n−1 + · · ·+ a1r + a0 = 0 ne sont pas toutes réelles, alors

rn + an−1r
n−1 + · · ·+ a1r + a0 = 0 s’écrit sous la forme :

p∏
i=1

(X − λi)
mi(X − λi)

mi

q∏
j=1

(X − µj)
nj = 0

donc d’après ce qui précède, la solution réelle du système s’écrit sous la forme :

X(t) =

p∑
i=1

eαit (cos(βit)Pi(t) + sin(βit)Qi(t)) +

q∑
j=1

eµjtRj(t)

où pour tout i ∈ {1, . . . , p}, on a λi = αi + iβi, Pi et Qi sont des polynômes à
coefficients réels, avec deg(Pi) < mi − 1 et deg(Qi) < mi − 1. Pour tout i ∈
{1, 2, . . . , q}, deg(Ri) < ni − 1.

Exemple 3.1. L’équation y′′+by′+cy = 0 a pour équation caractéristique r2+br+c = 0.
Soit ∆ = b2 − 4c, alors trois cas sont possibles :

• ∆ > 0, alors r2 + br + c = 0 possède deux racines réelles λ1 et λ2, par suite la
solution générale est définie par

y(t) = αeλ1t + βeλ2t

• ∆ = 0, alors r2 + br + c = 0 possède une racine double λ, par suite la solution
générale est définie par

y(t) = (αt+ β)eλt

• ∆ < 0, alors r2 + br+ c = 0 possède deux racines complexes λ et λ, donc si on pose
λ = α + iβ, alors la solution réelle est définie par

y(t) = eαt(γ cos(βt) + δ sin(βt))
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