Chapitre 9: Endomorphismes d'un Espace Euclidien

1 Endomorphisme adjoint

Proposition 1.1. Soit £ un espace euclidien. Alors pour tout endomorphisme u de F,
il existe un unique endomorphisme v de F, tel que

Vee EVy e B, (u(z),y) = (z,v(y))
Dans ce cas, v s’appelle 'adjoint de u et se note u*.
Proposition 1.2. Soit £ un espace euclidien. Alors on a
1. Yu € L(E), u** = u.
2. Yu € L(E),Yv € L(E), (u+v)* =u*+ v*
VA € R, Vu € L(E), (Au)* = lu*.
Vu e L(E),Yv € L(E), (vou)* =u*ov*

evok W

Si 3 est une base orthonormale de F et si A = Mat(u, ), alors on a Mat(u*, §) = *A.
Proposition 1.3. Soient £ un espace euclidien et v un endomorphisme de E, alors

1. ker(u*) = Im(u)*.

2. Im(u*) = ker(u)*.

3. Si F est un sous-espace stable par u, alors F'* est stable par u*.

2 Projection orthogonale

2.1 Projection suivant une direction

Définition 2.1. Soient E un K-espace vectoriel quelconque, F' un sous-espace vectoriel
de E et G un supplémentaire de F' dans E. On appelle projection sur F' parallelement
a G, 'application p définie par:

p: E=F&G—>FE, z=x+xp(r)=0
Remarque 2.1. Si p est la projection sur F' parallelement a GG, alors on a
1. p? = p, c’est-a-dire p est un projecteur de E.
2. Im(p) ={z € E:p(x)=a} =F.
3. ker(p) = G.



Algébre Linéaire et Bilinéaire Chapitre 9

2.2 Définition et propriétés d’une projection orthogonale

Définition 2.2. Soient E un espace euclidien et F' un sous-espace vectoriel de E. On
appelle projection orthogonale sur F', qu’on note pg, la projection sur F' parallelement
art:

prE=F®F* 2 E, 2=z 4+ pp(s) =1

Proposition 2.3. Soient E un espace euclidien et u un projecteur de F, alors les propo-
sitions suivantes sont équivalentes :

1. u est une projection orthogonale.
2. u* =u.

3. Vo € E, |Ju(x)| <.

Proposition 2.4. Soient E un espace euclidien, F' un sous-espace vectoriel de E et
(v1,va,...,v,) une base orthonormale de F', alors

p

Ve e E, pp(x)= Z(x,vi)w

=1

Corollaire 2.5. Soit E un espace euclidien.
1. Si F est une droite vectorielle de F, avec F' = Vect(xg) et xy # 0, alors on a

T,
Ve € E, pr(r)= <H$0H02>x0

2. Si H est un hyperplan de E et xy un vecteur non nul orthogonal a H, alors on a

(x, o)

Vee E, pyler)=oz—-—Z=x
= g ™

2.3 Distance d’un point a un sous-espace vectoriel

Définition 2.6. Soient (£, || - ||) un espace normé, x € E et A une partie non vide de E.
On définit la distance de z & A, qu’'on note d(x, A), par

(v, 4) = in [}z y|

Théoreme 2.7. Soient F un espace euclidien et F' un sous-espace de E, alors

Vee E, d(z,F)=|z—pr(z)
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3 Symétrie orthogonale

3.1 Symétrie suivant une direction

Définition 3.1. Soient F un K-espace vectoriel, F' un sous-espace vectoriel de E et G
un supplémentaire de F' dans E. On appelle symétrie par rapport a F' parallelement a
G, I'application s définie par:

s:E=F®&G—E, z=x+z3— s(x) =21 — 129

Remarque 3.1. Soit s la symétrie par rapport a F' parallelement a G, alors on vérifie
facilement que

1. s est un endomorphisme de E et s? = Id.
2. F =ker(s —Idg) et G = ker(s + Idg).

3. s =2p — Idg ou p est la projection sur F' parallelement a G.

3.2 Propriétés des symétries orthogonales

Définition 3.2. Soient E un espace euclidien et F' un sous-espace vectoriel de E. On
appelle symétrie orthogonale par rapport a F', qu’on note sg, la symétrie par rapport
a I parallelement & F* :

sp: E=F&F* - E, x=x 4+ sp(r) =2, — 29

Proposition 3.3. Soient E un espace euclidien et u une symétrie de FE, c’est-a-dire
u? = Idg. Alors les propositions suivantes sont équivalentes :

1. u est une symétrie orthogonale.
2. Ut =u.
3. Vo € E,||u(z)]| = ||z
Corollaire 3.4. Soit £ un espace euclidien.

1. Si F est une droite vectorielle avec F' = Vect(z) et zg # 0, alors pour tout x € F,

on a
<$’x0>

=2
SF('I) ||$0||2 Zo

2. Si F est un hyperplan de E et si xy un vecteur non nul orthogonal a F', alors pour
tout x € F/, on a
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4 Endomorphismes symétriques

4.1 Définition et propriétés des endomorphismes symétriques
Définition 4.1. Soient £ un espace euclidien et v un endomorphisme de F.

1. On dit que u est symétrique, si u* = u.

2. On dit que u est antisymétrique, si u* = —u.

Lemme 4.2. Soit A € M,(R) une matrice symétrique, alors toutes les valeurs propres
de A sont réelles.

Lemme 4.3. Soient E un espace euclidien, v un endomorphisme symétrique de E et F
un sous-espace vectoriel stable par u. Alors F'* est stable par u.

Théoréme 4.4. Soit F un espace euclidien. Alors tout endomorphisme symétrique de
E, posséde au moins une base orthonormale formée de vecteurs propres.

Corollaire 4.5. Pour toute matrice symétrique A de M,,(R), il existe une matrice diag-

onale D dans M,,(R) et il existe une matrice orthogonale P, telles que A = PDP~L.

4.2 Formes bilinéaires symétriques d’un espace euclidien

Proposition 4.6. Soient E un espace euclidien, v un endomorphisme symétrique de F
et 8 = (e1,e,...,€e,) une base orthonormale de E. Alors 'application

frExE—=R, f(z,y) = (u(z)y)
est une forme bilinéaire symétrique sur E et on a Mat(f, 8) = Mat(u, 3).

Théoréme 4.7. Soit E un espace euclidien. Alors pour toute forme bilinéaire symétrique
f sur E, il existe un unique endomorphisme symétrique u, tel que

V(z,y) e ExE, f(z,y) = (u(z),y)

5 Endomorphismes orthogonaux

5.1 Définition et propriétés de base

Définition 5.1. Soient F un espace euclidien et v un endomorphisme de E. On dit que
u est un endomorphisme orthogonal, si

Vee E\Vy € B, (u(x),u(y)) = (z,y)

Proposition 5.2. Soient E' un espace euclidien et v un endomorphisme de E. Alors les
propositions suivantes sont équivalentes :

1. u est un endomorphisme orthogonal.
2. wrou=wuou* =1Idg.

3. Va € B, [lu(z)] = lz|.
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5.2 Cas d’un espace euclidien de dimension 2

Théoréme 5.3. Soient E un espace euclidien de dimension 2 et u un endomorphisme
orthogonal de E.

1. Si det(u) = 1, alors il existe un unique 6 €] — 7, 7], tel que la matrice A de u par
rapport a n’importe quelle base orthonormale directe de F s’écrit sous la forme :

cosf@ —sinf
A= <sin0 cos >

Dans ce cas, u s’appelle la rotation d’angle 6.

2. Sidet(u) = —1, alors u est une symétrie orthogonale et il existe une base orthonor-
male de E, dans laquelle la matrice A de u s’écrit sous la forme :

=6 2)

5.3 Cas d’un espace euclidien de dimension 3

Lemme 5.4. Soient E un espace euclidien orienté de dimension 3 et v un endomorphisme
orthogonal de E. Alors det(u) est une valeur propre de u.

Théoreme 5.5. Soient E un espace euclidien orienté de dimension 3 et v un endomor-
phisme orthogonal de F, avec u # + Idg.

1. Si det(u) = 1, alors 1 est une valeur propre de u et si e; est un vecteur propre
unitaire associé a 1, alors il existe un unique 6 €] — 7, 7|, tel que la matrice A
de u par rapport & n’importe quelle base orthonormale (e, e, e3), dont le premier
vecteur est égal a ey, s’écrit sous la forme :

1 0 0
A=1|0 cosf —sinf
0 sinf cosf

Dans ce cas, u s’appelle la rotation d’angle 0 et d’axe A, avec A = ker(u — Idg).

2. Sidet(u) = —1 et si 1 est une valeur propre de u, alors u est une symétrie orthogonale
par rapport a F' = ker(u — Idg).

3. Sidet(u) = —1 et 1 n’est pas valeur propre de u, alors —1 est une valeur propre de
u. Soit xy € E, tel que u(zg) = —xg et [|zg]| = 1, alors u =ros=sor, our est
la rotation d’axe A, avec A = Vect(xy) et s la symétrie orthogonale par rapport a
A*. Dans ce cas, u s’appelle une symétrie-rotation.

6 Décomposition polaire

Proposition 6.1. Soit A une matrice de M,,(R), alors les propositions suivantes sont
équivalentes :

1. A est symétrique positive.
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2. Il existe une matrice M € M,,(R), telle que A =*MM.

3. Il existe une matrice unique B € S (R), appelée racine carrée de A, telle que
A= B2

Théoréme 6.2 (Décomposition polaire). Pour toute matrice A de GL,(R), il existe
un unique couple (£2,.5) de M,,(R), avec {2 une matrice orthogonale et S une matrice
symétrique définie positive, telles que A = Q2S.

7 Décomposition QR

Théoréeme 7.1 (Décomposition QR). Pour toute matrice A € GL,(R), il existe deux
matrices uniques @ et R dans M, (R), avec @) orthogonale et R triangulaire supérieure
dont les coefficients diagonaux sont strictement positifs, telles que A = QR.
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