Chapitre 1: Espaces Vectoriels

1 Définitions et propriétés de base

1.1 Espace vectoriel sur un corps quelconque

Définition 1.1. Soient (F,+) un groupe commutatif et (K, +, X) un corps commutatif.
On dit que E est un K-espace vectoriel ou un espace vectoriel sur K, s’il existe
une application de K x E vers E, appelée loi externe sur F, qui a (o,z) € K x E fait
correspondre « - x, vérifiant les axiomes suivants :

l.Vee B, 1x-x =x.

2. Vae KVpe K\VNx€E, (a+p) - z=a-z+ (- x.
3. Vae K\Npe K.Vr € E, (af) - x=a-(5-x).

4. Yaoe KNre EVyeE, a-(z+y)=a-x+a-y.

Dans ce cas, les éléments de E sont appelés des vecteurs et se notent z,y, z, ...,
tandis que les éléments de K sont appelés des scalaires et se notent a, 3,7, A, .. ..

1.2 Conséquences de la définition

Soit E un K-espace vectoriel, alors on a les regles de calcul suivantes :
1. Vx € E, Og -2 = 0p.
2.VAe K, \-0g =0g.
3. VAeKVereFE Nx=0 < A=0gouzx=0g.
Proof. 1. D’apres l'axiome ii) de la définition, nous avons
Ok 2= 0 +0k) - 2=0x-2+0g -2
donc O -z = Og.
2. D’apres l'axiome iv) de la définition, nous avons
ANO0g=XA-(0g+0g)=A-0g+X-0g

donc A - 0 = 0p.
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(=) Supposons que A\-x = 0g et A # O et montrons que z = 0. Puisque \-x = O,
alors

A Na) =210 =0p

or d’apres ’axiome iii) de la définition, nous avons
AN =N\ o =12

donc d’apres l'axiome i) de la définition, on a z = 0g. (<) Déja vu.

Exemples fondamentaux

1. Soient (L,+, x) un corps commutatif et K un sous-corps de L. Alors L peut étre

considéré comme un K-espace vectoriel pour la loi externe définie par

KxL—L
(AMz)—= A z=Axz

Parexemple, L=Cet K =R, L=Ret K =QoulL = Cet K = Q. En particulier,
tout corps K peut étre considéré comme un espace vectoriel sur lui-méme.

Soit K un corps commutatif, alors pour tout entier n > 1, K™ est un K-espace
vectoriel pour la loi externe,

Kx K'"— K"
(A, z) = XAz = Az, Axg, ..., \xy,)
ounx = (x1,Ta,...,Tp).

Soient K un corps commutatif et K [X] 'anneau des polynémes a coefficients dans
K. Alors K[X] est un K-espace vectoriel pour la loi externe,

K x K[X] = K[X]

m

(ALP) = A-P=> (Aa) X’
i=0
ou P = 2210 O,ZXZ
Soient F1, E», ..., E, des espaces vectoriels sur le méme corps K. Alors le produit
cartésien F; X Fy X --- X FE, est un K-espace vectoriel pour la loi externe définie
par

A (T, @, xy) = (A2, A Tay .o ATy,

E, x Ey x -+ x E, s’appelle ’espace vectoriel produit des K-espaces vectoriels
E FEs, ... E,.

Soient £ un K-espace vectoriel, A un ensemble non vide quelconque et £4 I’ensemble
de toutes les applications de A vers E. Alors E4 est un K-espace vectoriel pour la

loi externe,
K x EA - E4

A Sy = A
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ou A\ - f est 'application de A vers F définie par,
Vae A, (A f)(a) = - fla)

Rappelons aussi que si f et g sont deux applications de A vers E, alors f + g est
I’application de A vers E définie par,

Vae A, (f +9)(a) = fla) + g(a)

2 Sous-espaces vectoriels

2.1 Définition et exemples

Définition 2.1. Soient E/ un K-espace vectoriel et F' une partie de E. On dit que F' est
un sous-espace vectoriel de F, si

1. (F,+) est un sous-groupe de (F,+).
2. VAEKNVeeF, \-zeF.

Proposition 2.2. Soient E un K-espace vectoriel et F' une partie de E. Alors F' est un
sous-espace vectoriel de F| si, et seulement si,

1. F#0.
2. Vee FVye F, x+ye F.
3.V e K\Vxe F, \-xzeF.

Proof. (=) Trivial.
(<) Supposons que F' vérifie i), ii) et iii) et montrons que (F,+) est un sous-groupe
de (F,+). Donc on doit vérifier que,

F#0) e VreFVyeF z—yecPF.

Soient x € F et y € F. D’apres iii), (—1k) -y € F avec (—1k) -y = —y, donc d’apres
i), z 4+ (—y) € F. O

2.2 Exemples

1. Pour tout K-espace vectoriel E, les parties {Og} et E sont des sous-espaces vectoriels
de FE.

2. Soit K un corps commutatif. Pour tout entier n > 0, on désigne par K, [X] la partie
de K[X] définie par,
K,[X]={P € K[X]:deg(P) <n}
Alors K,,[X] est un K-espace vectoriel.

3. L’ensemble F' des suites réelles qui tendent vers zéro a l'infini, est un R-espace

vectoriel,
F={(zp)n>0 € RY: lim x, = 0}

n—o0

4. Soit I un intervalle de R, alors C'(I,R), 'ensemble des fonctions continues de I vers
R, est un R-espace vectoriel.
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2.3 Opérations sur les sous-espaces vectoriels

2.3.1 Intersection

Proposition 2.3. Soit £ un K-espace vectoriel, alors 'intersection d’une famille quel-
conque de sous-espaces vectoriels de E est un sous-espace vectoriel de E.

2.3.2 Réunion

Proposition 2.4. Soient E un K-espace vectoriel quelconque, F' et G deux sous-espaces
vectoriels de . Alors F'U G est un sous-espace vectoriel de F, si et seulement si, F' C G
ou G CF.

2.3.3 Somme

Soient E/ un K-espace vectoriel, Fi, Fy, ..., F, des sous-espaces vectoriels de FE, avec
n > 2. On définit la partie de E/, notée I} + F5 + --- + F,,, par

r € Fi+Fo+- - +F, < I(r1,29,...,2,) € FixFyx---xF,, tel que x = x1+xo+- - -tz
Proposition 2.5. F|+Fy+- - -+ F), est un sous-espace vectoriel de E, appelé sous-espace
vectoriel somme des sous-espaces vectoriels £y, Fy, ... F,.

2.3.4 Somme directe

Définition 2.6. Soient F un K-espace vectoriel et F, Fy, ..., F, des sous-espaces vec-
toriels de E. On dit que la somme F} + F, + --- + F,, est directe, si pour tout = €
Fy+ Fy 4+ --- + F,, il existe un unique

(T1,@9,...,x,) € F} X Fy X -+ X F,, tel que © = &1 + 29 + - - - + T.
Dans le cas ou la somme F) + F; + - - - + F, est directe, on la note,
FireoF®---@® F, ouencore @Fl
i=1

Lemme 2.7. La somme F; + Fy + --- 4+ F,, est directe, si et seulement si, pour tout
(x1,T9,...,x,) € F1 X Fy X -+ X F,, on a

rnn+are+--+r,=0 = rn=r9=-"-=2,=0
Théoreme 2.8. La somme F} + F5 + --- 4+ F,, est directe, si et seulement si,

Vie{1,2,....n—1}, Fin(Fyi+--+F,)=/{0}

2.4 Sous-espaces supplémentaires

Définition 2.9. Soient £ un K-espace vectoriel, F' et G deux sous-espaces vectoriels de
E. On dit que F et G sont supplémentaires dans FE, si,

1. La somme F' 4 G est directe.
2. E=F®G.
Théoréme 2.10. Soit £ un K-espace vectoriel quelconque. Alors tout sous-espace vec-

toriel de E possede au moins un supplémentaire.
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3 Espace vectoriel quotient

Proposition 3.1. Soient £ un K-espace vectoriel, F' un sous-espace vectoriel de E et
E/F le groupe quotient de E par F. Alors E/F est un K-espace vectoriel pour la loi
externe :

KXFE/F—E/F (\MZ)—A-Z=\-x

appelé espace vectoriel quotient de E par F'.

4 Partie génératrice — Partie libre — Base

4.1 Combinaisons linéaires - Partie génératrice

Définition 4.1. Soient F un K-espace vectoriel et A une partie non vide de £. On
dit qu'un élément x de E est une combinaison linéaire d’éléments de A, s’il existe
1, T, ..., T, léments de A et il existe aq, ao, ..., a, éléments de K, tels que

n
T =0T + Xy + -+ Qply, = g Q;T;
i=1

Proposition 4.2. Soient £ un K-espace vectoriel et A une partie non vide de E. Alors
I’ensemble de toutes les combinaisons linéaires d’éléments de A est un sous-espace vectoriel
de E, appelé sous-espace vectoriel engendré par A et se note Vect(A).

Définition 4.3. Soient F/ un K-espace vectoriel et A une partie de E. On dit que A est
une partie génératrice de E, si Vect(A) = E.

4.2 Partie libre

Définition 4.4. Soient E' un K-espace vectoriel et L une partie non vide de E.

1. Si Lest finie, L = {x1, 2, ..., x,}, on dit que L est libre, si pour tout (o, s, ..., a,) €
K™, on a

oy +ay T+ -+ o, =0 = o= =---=a, =0
2. Si L est infinie, on dit que L est libre, si toute partie finie de L est libre.

3. Une partie de E' qui n’est pas libre est dite liée.

4.3 Base

Définition 4.5. Soient F un K-espace vectoriel et B une partie quelconque de E. On
dit que B forme une base de E, si B est a la fois une partie libre et génératrice.

Lemme 4.6. Soient E un K-espace vectoriel, L une partie libre de E et x € E, alors
x ¢ Vect(L) <= LU{z} est libre

Théoréme 4.7 (Caractérisation d’une base). Soient E un K-espace vectoriel et B une
partie de E. Alors les propositions suivantes sont équivalentes :

1. B forme une base de F.
2. B est une partie génératrice minimale de F.

3. B est une partie libre maximale de E.
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5 Espaces vectoriels de dimension finie

5.1 Définition et exemples

Définition 5.1. Soit £ un K-espace vectoriel. On dit que F est de dimension finie sur
K, si E possede au moins une partie génératrice finie. Dans le cas contraire, on dit que
E est de dimension infinie.

5.2 Théoréeme de la dimension finie

Lemme 5.2. Soient E un K-espace vectoriel, A et B deux parties de E et n un entier
naturel, tels que

1. Card(A) =n et Card(B) =n + 1.

2. Tout élément de B est combinaison linéaire d’éléments de A ou autrement dit B C
Vect(A).

Alors B est liée.

Corollaire 5.3. Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie et A une partie généra-
trice finie de E. Alors pour toute partie libre L de E, on a

Card(L) < Card(A)

Théoréme 5.4 (Théoreme de la dimension finie). Soit F un K-espace vectoriel de di-
mension finie, alors

1. Toute base de E est de cardinal fini.

2. Toutes les bases de E ont méme cardinal.

Définition 5.5. Soit E' un K-espace vectoriel de dimension finie. Le cardinal commun
a toutes les bases de E, s’appelle la dimension de E sur K et se note dimg(E) ou tout
simplement dim(F) s’il n’y a pas d’ambiguité.

5.3 Théoreme de la base incomplete

Théoréme 5.6. Soient F un K-espace vectoriel de dimension finie, A une partie généra-
trice quelconque de E et L une partie libre de E, telle que L C A. Alors il existe une
base B de F, telle que

LCBCA

5.4 Identités remarquables concernant la dimension

Proposition 5.7. Soit ' un K-espace vectoriel de dimension finie. Alors

1. Si F et G sont deux sous-espaces vectoriels de F, alors on a

E=F&G = dim(F) =dim(F) + dim(G)
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2. Si F' et G sont deux sous-espaces vectoriels de E, alors on a

dim(F + G) = dim(F) + dim(G) — dim(F N G)

3. Si F' est un sous-espace vectoriel de F, alors on a

dim(E/F) = dim(F) — dim(F)
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