Chapitre 7: Formes Bilinéaires Symétriques - Formes
Quadratiques

1 Formes bilinéaires symétriques
1.1 Définition et propriétés élémentaires
Définition 1.1. Soit E un K-espace vectoriel, ou K est un corps commutatif.
1. On dit qu’une application f : F x E — K est une forme bilinéaire sur F, si
(a) Pour tout y € E, 'application
o, E—= K, zw@)(z)=f(z,y)

est une forme linéaire sur E.

(b) Pour tout x € E, 'application

Vot B = K, y—=(y) = f(z,9)
est une forme linéaire sur F.

2. Une forme bilinéaire f sur F est dite symétrique, si

Vee ENyeE, f(y,z)=f(z,y)

3. Une forme bilinéaire f sur E est dite antisymétrique, si

Vee EVyeE, f(y.x)=—f(z,y)
Remarque 1.1. 1. Si f est une forme bilinéaire quelconque, alors

Ve E\Vy e E, flx+y,z+y) = flz,2)+ flz,y)+ [(y.2)+ f(y,9)
Vae K,VBe K,Ve € E\Vy € E, f(ax,By) = aBf(z,y)
2. Si f est une forme bilinéaire symétrique, alors

Vxe EVy€EE, flzx+yz+y)=f(z,z)+2f(z,y)+ f(y,y)

3. Si f est antisymétrique, alors

Vee E, f(x,z)=0
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On désigne par L£o(E) 'ensemble de toutes les formes bilinéaires sur F, So(F) 'ensemble
de toutes les formes bilinéaires symétriques sur E et As(E) celui de toutes les formes bil-
inéaires antisymétriques sur F.

Proposition 1.2. Soit £ un K-espace vectoriel quelconque, alors
1. L5(FE) est un K-espace vectoriel.

2. Si K est un corps de caractéristique # 2, alors on a

Lo(E) =83(FE) ® Ay(F)

1.2 Matrice d’une forme bilinéaire

Définition 1.3. Soient £ un K-espace vectoriel de dimension finie = n, (ey,es,...,¢,)
une base de E et f une forme bilinéaire sur £. On appelle matrice de f par rapport a
la base (eq, €, ..., €,), la matrice A = (a;;)1<i j<n définie par

a;; = f(ei €5)
Remarque 1.2. Soient £ un K-espace vectoriel de dimension finie = n, 8 = (e, ea, ..., €,)

une base de E.

1. Si f est une forme bilinéaire, alors A = (f(e;,€;))1<ij<n est la matrice de f par
rapport a la base .

2. Réciproquement, soit A = (a;;j)1<;j<n une matrice carrée d’ordre n a coefficients
dans K et soit f: E x F — K, I'application définie par :

V(I’,y) EEXE> f<$7y) :Zzgijxiyj
i=1 j=1

otx =3 " wie; et y =) 7, yje;, alors f définit une forme bilinéaire sur F, dont
la matrice par rapport a la base § est égale a A.

3. Si f est une forme bilinéaire sur E et si A = (a;;)1<ij<n est la matrice de f par
rapport a la base [, alors

(a) f est symétrique <= 'A = A.
(b) f est antisymétrique <= *A = —A.

1.3 Ecriture matricielle

Soient £ un K-espace vectoriel de dimension finie = n, 5 = (e, ey,...,€,) une base de
E, f: E x E — K une forme bilinéaire sur E et A la matrice de f par rapport a la base
. Pour chaque z € E avec x = Y " | x;¢;, on pose

g

D)
X =

T

Alors f possede une expression matricielle sous la forme :

V(z,y) € EX E, f(z,y) ="XAY
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1.4 Changement de base

Proposition 1.4. Soient £ un K-espace vectoriel de dimension finie = n, 5 = (ey, s, ...,¢€,)
et B/ = (€], €é,,...,e)) deux bases de E, f une forme bilinéaire sur F, A et B sont respec-
tivement les matrices de f par rapport aux bases § et 5. Soit P la matrice de passage
de la base 8 a la base (', alors on a

B ="'PAP

1.5 Rang d’une forme bilinéaire

Définition 1.5. Soit K un corps commutatif. Deux matrices carrées A et B a coefficients
dans K sont dites congruentes, s’il existe une matrice inversible P, tel que B = 'PAP.

Remarque 1.3. Deux matrices congruentes sont équivalentes, donc deux matrices con-
)
gruentes ont méme rang. Ainsi, la définition suivante est justifiée :

Définition 1.6. Soient F un K-espace vectoriel de dimension finie = n, § = (ey, es,...,€,)
une base de E, f : Fx E — K une forme bilinéaire sur F et A la matrice de f par rapport
a la base . On définit le rang de f, noté rg(f), par :

rg(f) = rg(A)

1.6 Formes bilinéaires symétriques non dégénérées

Définition 1.7. Soient F un K-espace vectoriel quelconque et f une forme bilinéaire
symétrique sur £. On considere I'application ® : F — E* définie par :

Vy € E,®(y) = ¢y ou Vx € E, py(z) = f(z,y)
Si @ est injective, on dit que f est non dégénérée.

Proposition 1.8. Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie, § une base de F,
f une forme bilinéaire symétrique sur E et A la matrice de f par rapport a la base .

Alors,
f est non dégénérée <= det(A) #0

1.7 Orthogonalité

Définition 1.9. Soient E un K-espace vectoriel quelconque, f une forme bilinéaire
symétrique sur F. Soit A une partie non vide de E, on définit 'orthogonale de A,
par rapport a la forme bilinéaire f, notée AL, par :

VyeE, yecAt < VrcA, f(z,y)=0

Proposition 1.10. Soient EF un K-espace vectoriel de dimension finie et f une forme
bilinéaire symétrique sur F, alors pour tout sous-espace vectoriel F' de E, on a

1. dim(F) + dim(F*) > dim(E).
2. Si de plus f est non dégénérée, alors on a

dim(F) + dim(F+) = dim(E)

Corollaire 1.11. Soient F un K-espace vectoriel de dimension finie et f une forme
bilinéaire symétrique non dégénérée sur E. Alors pour tout sous-espace vectoriel F' de F,
ona Ftt =F.
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1.8 Isotropie

Définition 1.12. Soit F un K-espace vectoriel et f une forme bilinéaire symétrique sur

E.

1. On dit que deux vecteurs z et y de E sont orthogonaux, si f(x,y) = 0.
2. On dit qu'un vecteur = € F est isotrope, si f(z,z) = 0.
3. Un sous-espace vectoriel F' de E est dit isotrope, si F'N F+ # {0}.

4. Un sous-espace vectoriel ' de E est dit totalement isotrope, si [’ C F'*.

Théoréme 1.13. Soient E un K-espace vectoriel quelconque, f une forme bilinéaire
symétrique sur F et F' un sous-espace vectoriel de F de dimension finie. Alors

E=F@®F!' < F estnon isotrope

1.9 Bases orthogonales

Définition 1.14. Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie = n et f une forme
bilinéaire symétrique sur £. On dit qu’une base (eq, ea, ..., e,) est orthogonale, si

Vie{l,2,...,n},Vje{l,2,....,n},i#j = f(e;,e;) =0

Lemme 1.15. Soient £ un K-espace vectoriel et f une forme bilinéaire symétrique sur
E. Alors
f est identiquement nulle <= Vz € E, f(z,2) =0

Théoréme 1.16. Soit £ un K-espace vectoriel de dimension finie. Alors toute forme
bilinéaire symétrique f sur F, possede au moins une base orthogonale.

2 Formes quadratiques

2.1 Définition et propriétés élémentaires

Définition 2.1. Soit £ un K-espace vectoriel. On dit qu'une application ¢ : F — K est
une forme quadratique sur F, s’il existe une forme bilinéaire f, telle que

Vee E, q(z)=f(z,x)

Proposition 2.2. Soient £ un K-espace vectoriel et ¢ une forme quadratique sur E.
Alors il existe une forme bilinéaire symétrique unique f sur F, telle que

Vee E, q(z)=f(x,x)

Dans ce cas, f s’appelle la forme polaire associée a la forme quadratique ¢ et on a la
relation suivante :

Vee ENyeE, f(z,y) = %(q(af +y) —q(x) —q(y))

Remarque 2.1. Soient £ un K-espace vectoriel de dimension finie = n, ¢ une forme
quadratique sur E et f la forme polaire associée a q.
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1. Soit 5 une base de E et soit A = (a;j)1<i j<n la matrice de f par rapport a 5. Alors
A s’appelle aussi la matrice de ¢ par rapport a 5 et on a

n

Ve e B, q(x)= Zaiix? + 2 Z Qi T;T;

i=1 1<i<j<n

2. Pour tout (z,y) € E x E, on a

Z 8% Z 8yz

3. Puisque f est symétrique, alors f possede au moins une base orthogonale /3, appelé
aussi base ¢g-orthogonale. Dans ce cas, ¢ s’écrit, par rapport a cette base, sous la
forme réduite suivante :

n

Vee E, q(z)= Zaiix?

=1

Théoréme 2.3 (Réduction d'une forme quadratique). Soient £ un K-espace vectoriel de
dimension finie = n et ¢ une forme quadratique sur £ de rang r. Alors il existe des formes
linéaires [y, s, ..., [, linéairement indépendantes et il existe des scalaires Ai, Ag, ..., A,
non nuls, tels que

VeeE, q(z)=> \lix)
=1

2.2 Méthode de Gauss de réduction d’une forme quadratique

Soient F un K-espace vectoriel de dimension finie = n, (e, es,...,e,) une base de E et
q : E — K une forme quadratique non nulle. Alors on sait que pour tout x € E, avec

T =) T;e; 0N a
E a”x + 2 E AT T

1<i<j<n

Nous allons appliquer la méthode de Gauss pour décomposer ¢ sous forme de carrés.

Exemple 2.1. Soit ¢ la forme quadratique définie sur R? par :
q(z,y,2) = 2% + 6y* + 162° — day + 672 — 16y2

Déterminons une base g-orthogonale. Pour cela, décomposons ¢ sous forme de carrés. On

a
q(z,y,2) = 2% — dzy + 632 + 6> + 162° — 16y2

= (v — 2y + 32)% — 4y® + 12yz — 92° + 69 + 162° — 16yz
= (2 — 2y +32)* + 2% + 72 — 4y=
= (z — 2y +32)> + 2(y — 2)* + 527

Donc pour déterminer une base g-orthogonale, on pose

X=x—-2y+3z
Y=y—=z2
4=z
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donc
r=X+2Y -7
y=Y+Z7
2=/

Donc une base g-orthogonale (vy, ve, v3) est déterminée par sa matrice de passage P de la
base (e1, e, €e3) a la base (vy,ve,v3) :

1 2 -1
P=101 1
00 1
Donc, on aura
U1 = €1
Vg = 2€1 + €3
U3 = —e1 + €2 + €3

3 Signature d’une forme bilinéaire symétrique

3.1 Bases orthonormales

Définition 3.1. Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie = n et f une forme
bilinéaire symétrique sur E. Une base (eq, e, ..., e,) est une base orthonormale de FE,
si

1 sii=y

0 sit#j

Proposition 3.2. Soit E un C-espace vectoriel de dimension finie = n. Alors toute forme
bilinéaire symétrique non dégénérée sur E, posseéde au moins une base orthonormale.

fleie;) = {

3.2 Théoreme d’inertie de Sylvester

Théoréme 3.3 (Théoreme d’inertie de Sylvester). Soit F un R-espace vectoriel de di-
mension finie = n, f une forme bilinéaire symétrique sur F de rang r et (eq,es,...,€,)
une base orthogonale de E. Soit p le nombre des i € {1,2,...,n}, tels que f(e;,e;) >0
et soit ¢ le nombre des i € {1,2,...,n}, tels que f(e;,e;) < 0. Alors le couple (p,q) ne
dépend pas de la base orthogonale choisie et on a p+¢g =r.

Dans ce cas, (p,q) s’appelle la signature de f.

Remarque 3.1. La signature d’une forme quadratique ¢ est égale a celle de sa forme
polaire associée. En pratique pour déterminer la signature d’une forme quadratique ¢
on applique la méthode de Gauss pour décomposer ¢ sous forme d’une somme de carrés.
Donc si on obtient g(z) = i, Nili()?, ot A\, Ag, ..., A, sont non nuls, alors ¢ est de
rang r et de signature (a, ), ou a est le nombre des i, tel que A; > 0 et 5 le nombre des
1, tel que \; < 0.

Exemple 3.1. Soient a € R et ¢ la forme quadratique définie sur R? par :

V(z,y,2) €R®,  q(z,y,2) = az® = 3y* — 2° — 2wy + 4z + 4yz
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On se propose de déterminer, suivant les valeurs de a, le rang et la signature de ¢q. Pour
cela, nous appliquons la méthode de Gauss a la forme quadratique q.

Le parameétre a est quelconque, donc il peut étre nul, par contre les coefficients de y?
et z? ne sont pas nuls. On choisit par exemple 22, alors on a

q(z,y,2) = —2° + 4oz + 4yz + ax® — 3y* — 2zy
=22 4+2y —2)* + (a +4)z* + y* + 6y
= (a—5)z® + (y+ 32)% — (20 + 2y — 2)?

On est donc amené & discuter les cas suivants :

e Sia <5, alors sign(q) = (1,2) et rg(q) = 3.
e Sia =25, alors sign(q) = (1,1) et rg(q) = 2.
e Sia > 5, alors sign(q) = (2,1) et rg(q) = 3.
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