Chapitre 3: Formes Linéaires - Dualité

1 Formes linéaires et hyperplans

Définition 1.1. Soit £ un K-espace vectoriel. Une forme linéaire sur E est une appli-
cation linéaire de E vers K.

Remarque 1.1. Rappelons que si F est un K-espace vectoriel, on dit que H est un
hyperplan de FE, si dim(F/H) = 1. Donc si E est de dimension finie, alors

H est un hyperplan de £ <= dim(H) = dim(£) — 1
Proposition 1.2. Soit £ un K-espace vectoriel. Alors

1. Le noyau d’une forme linéaire non nulle sur E est un hyperplan de F.
2. Tout hyperplan de E est le noyau d’au moins une forme linéaire non nulle de E.

3. Si ¢ et ¥ sont deux formes linéaires non nulles de F. Alors

ker(p) =ker(v) <= INe€ K : ¢ =Xy

Proof. 1. Soit ¢ une forme linéaire non nulle sur E, alors on sait que E/ker(y) est
isomorphe a Im(y). Puisque ¢ # 0, alors Im(yp) # {0k}, donc Im(p) = K. Par
suite, F/ ker(p) est isomorphe a K, donc dim(F/ker(¢)) = 1. Ainsi, ker(p) est un
hyperplan de E.

2. (=) Supposons que ker(p) = ker(¢) et soit xy € E, tel que xo ¢ ker(y), alors on
aura E' = ker(¢) @ Vect(zg). Soit € E avec x = yg + axg, alors p(x) = ap(z) et
U(z) = ay(xg). Comme () # 0, alors on a ¥(z) = igjgggp(x) et ceci pour tout
x € F, donc on aura

P (o)
=Y
(o)
(<) Trivial.
O
Proposition 1.3. Soient £ un K-espace vectoriel quelconque, ¢ et @1, @9, ..., ¢, des

formes linéaires non nulles sur . Alors

ﬂ ker(p;) C ker(¢) <= F(A\1, Ao, ..., \n) € K" tel que ¢ = Z \ipi
i=1

=1
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2 Espace vectoriel dual

Définition 2.1. Soit £ un K-espace vectoriel. On appelle espace vectoriel dual de F,

qu’on note E*, 'espace vectoriel de toutes les formes linéaires sur E.
On a alors E* = L(E, K).

Pour z € F et pour ¢ € E*, on pose p(z) = (z,¢).

Remarque 2.1. Si E est de dimension finie, alors on sait que L(F, K) est de dimension

finie et on a
dim(L(E, K)) = dim(F) x dim(K) = dim(E)

Donc si E est de dimension finie, alors £* est de dimension finie et on a
dim(E*) = dim(F)
Donc, en particulier, si E est de dimension finie, alors F et E* sont isomorphes.

Exemple 2.1. 1. Soit K un corps commutatif, pour tout a € K™ avec a = (ay, as, ..., ay),
soit ¢, I'application définie par,

n
Ve e K" x=(x1,22,...,2,) = pq(x)= Zaixi
i=1
Alors ¢, est une forme linéaire sur K".
Réciproquement, soit (¢ une forme linéaire sur K™, alors il existe un unique a € K",
tel que ¢ = @,.

2. Soit K un corps commutatif, pour chaque z = (2,),>0 ¢lément de KN, soit ¢,
I'application définie sur K[X] par,

p p
VPeK[X], P=) aX' = ¢,(P)=) am
=0 =0

Alors pour tout z € KV, ¢, définit une forme linéaire sur K[X].

Réciproquement, soit ¢ une forme linéaire sur K[X], alors il existe un unique z =
(2)n>0 élément de KN, tel que p = p,.

3 Base duale

Proposition 3.1. Soient F un K-espace vectoriel de dimension = n et (e, es,...,€,)
une base quelconque de E. Pour chaque i € {1,2,...,n}, on définit ef € E*, par

Lo
vje{1,2....n} <ej,ez>:6ij={ S
0 sij#1

*

Alors (e}, €5, ..., ¢el) est une base de E*, appelée base duale de E.

e n
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Proof. On a dim(E*) = n, donc il suffit de montrer que (€3, €3, ..., e") est libre.
Pour cela, soit (aq, o, ..., ) € K™, tel que ajef + agel + -+ - + a,el = 0. Montrons
que oy =g = --- =, = 0.

Zaief =0 = Vje{l,2,...,n}, <6j,2aie;k) =0
i=1 1=1

= Vj€{1,2,...,n}, Zai(ej,e;‘):()
i=1
= Vje{l,2,...,n}, o; =0 (car (e;,e]) =0;))

m
Proposition 3.2. Soient F un K-espace vectoriel de dimension finie = n, (e, €9, ..., €,)
une base de E et (e}, e}, ..., e) sa base duale, alors
1. .
Vee B, x= Z(m,ef)ei
i=1
2. N
Vo€ B, o= (e p)ef
i=1
Proposition 3.3. Soient F un K-espace vectoriel de dimension finie = n, (eq, e, ..., €,)
une base de E et (e],e5,...,e!) sa base duale. Soit v un endomorphisme de E et A =
(@ij)1<ij<n la matrice de u par rapport a la base (e, e, ..., e,), alors
V(i,j) € {1,2,...,n}*, ay = (u(e;),ef)
4 Base préduale
Lemme 4.1. Soient F un K-espace vectoriel de dimension finie, § = (e, eq,...,€,) et
v = (v1,v9,...,v,) deux bases de E, * = (ef,€5,...,e5) et v* = (vf,v5,...,v}) leurs

bases duales.
Soit. P la matrice de passage de 8 a v et @ celle de §* a v*. Alors on a

Q="(P)=(P)"

Théoréme 4.2. Soient E' un K-espace vectoriel de dimension finie, 5 = (eq,es,...,€,)
une base de E et (¢1,99,...,p,) une base de E* et () la matrice de passage de la base
(p1,02,...,¢n) ala base duale g*. Alors

1. Il existe une base unique v = (vq,vs,...,v,) de E, appelée base préduale de
(¢1, 02, - - - n), telle que Vj € {1,2,...,n}, vj = ;.

2. Si P est la matrice de passage de la base 8 a la base v, alors P = (!Q)~! =¢Q™1).
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5 Prolongement des formes linéaires

Théoreme 5.1. Soient F un K-espace vectoriel quelconque et F' un sous-espace vectoriel
de E. Alors toute forme linéaire sur F' se prolonge en une forme linéaire de F.

Proof. Soit ¢ une forme linéaire sur F' et soit G un supplémentaire de F' dans E. Soit ¢
la forme linéaire définie sur E, par

p:E=F®dG—K
x =21+ 2o — () = P(21)

Alors ¢ est un prolongement de ¢ a E. m

Corollaire 5.2. Soit E un K-espace vectoriel quelconque. Alors pour tout x € F, avec
x # 0, il existe une forme linéaire p € E*, tel que (x, ) = 1.

6 Orthogonalité

Définition 6.1. Soit £ un K-espace vectoriel.

1. Pour toute partie non vide A de E, 'orthogonal de A, qu'on note A*, est la partie
de E* définie par

Vo e E*, o€ At <= Vac A (r,0)=0

2. Pour toute partie non vide B de E, le pré-orthogonal de B, qu’on note B°, est la
partie de E définie par

VeeE, x€B° < VYoeB, (r,0)=0

Proposition 6.2. Soit £ un K-espace vectoriel. Alors

1. Pour toute partie A de E et pour toute partie B de E, on a

ACB = Bt C A+

2. Pour toute partie A de E, A’ est un sous-espace vectoriel de E*.
3. Pour toute partie A de E, A+ = (Vect(A))*.

4. Pour toute partie B de E*, B° est un sous-espace vectoriel de F.
5. Pour toute partie B de E*, B® = (Vect(B))°.

6. B+ ={0g-} et (E*)° = {0g}.

Proposition 6.3. Soient £ un K-espace vectoriel et F' un sous-espace vectoriel de F.

Alors

1. F™* est canoniquement isomorphe & E*/F*.

2. (E/F)* est canoniquement isomorphe a F'*.
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Corollaire 6.4. Soit F un K-espace vectoriel de dimension finie. Alors pour tout sous-
espace vectoriel F' de E, on a

dim(F) + dim(F+) = dim(FE)

Lemme 6.5. Soient E' un K-espace vectoriel, F' un sous-espace vectoriel de F et ©x €
avec x ¢ F. Alors, il existe une forme linéaire ¢ sur E, telle que

(x,0) =1et Vy € F,(y,p) =0
Théoréme 6.6. Soient £ un K-espace vectoriel. Alors,

1. Pour tout sous-espace vectoriel F' de E, on a (F1)° = F

2. Si F est de dimension finie, alors pour tout sous-espace vectoriel G de E*, on a

(@) =G

Corollaire 6.7. Soient F un K-espace vectoriel de dimension finie et F' un sous-espace
vectoriel de codimension p, p = dim(F) — dim(F'), alors il existe p formes linéaires,
©1, P2, - - -, Pp, linéairement indépendantes, telles que

F = ﬂ ker(¢p;)

i=1

Remarque 6.1. Soient £ un K-espace vectoriel de dimension finie = n, (eq,es,...,¢,)
une base de F/, I’ un sous-espace vectoriel de E' de codimension p et @1, s, ..., ¢, les
formes linéaires linéairement indépendantes, telles que F = (,_, ker(y;). Pour chaque
ie{l,2,...,p} et chaque j € {1,2,...,n}, on pose a;; = ¢;(e;), alors

Vee B, x= ijej — @i(z) = Zaij:cj
j=1

j=1

Donc x € F, si et seulement si, les composantes z1, 2, . .., x, de x dans la base (eq, es, ..., €,),
vérifient le systeme (.S) suivant, de p équations a n inconnues,

a1 + ajoxo + -+ appTy, = 0
2171 + Q22T + -+ - + G2, T, = 0
(S):

ap1T1 + ApaTo + -+ + AppTp = 0

Ce systeme qui est de rang p, car (¢1, @2, ..., ;) est libre, s’appelle une représentation
cartésienne du sous-espace vectoriel F'.

7 Bidual

Définition 7.1. Soit E un K-espace vectoriel, on appelle bidual de E, qu’on note E**,
le dual de E*.
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Remarque 7.1. Considérons l'application j : £ — E** définie par,
Vo € E\Vp € E7,(p,j(z)) = (z,¢)

Alors, il est facile de voir que j est linéaire injective. Donc E s’identifie canoniquement a
un sous-espace vectoriel de £**.

En particulier, si F est de dimension finie, alors j est un isomorphisme, donc, dans ce
cas, F s’identifie canoniquement a E**.

Proposition 7.2. Soient £ un K-espace vectoriel de dimension finie =net j: £ — E**
I'isomorphisme canonique entre £ et E**. Alors

1. Pour toute base 5 de E, on a j() = B**, ou ** = (*)* est la base duale de 5*
dans E**.

2. Si 7 est une base de E*, v* sa base duale dans E** et [ est sa base préduale dans
E alors

B=ji"(7)

8 Transposée d’une application linéaire

Définition 8.1. Soient E et F' deux K-espaces vectoriels et f : £ — F' une application
linéaire. On appelle application transposée de f, qu’on note ! f, I'application linéaire
de F* dans E* définie par,

VoeF", 'flp)=ypof

Remarque 8.1. Par définition de 'application transposée d’une application linéaire f,
on a

Vo € EVp € F* (2," f(p)) = (f(2),¢)
De plus, *f est 'unique application linéaire de F™* vers E* vérifiant cette relation.

Proposition 8.2. Soient F, F' et G trois K-espaces vectoriels. Alors
1. VfeL(E,F),Nge LIE,F), '(f+g9)="f+"4g.
2. VAe K\Vf e L(E,F), Y(\f) = \f.
3. VfeL(E,F),Nge L(F,G), "(go f)="folg.

Théoreme 8.3. Soient E et F' deux K-espaces vectoriels et f : E — F une application
linéaire. Alors,

L. ker('f) = (Im(f))"*.
2. Tm("f) = (ker(f))*.

Théoréme 8.4. Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie = n, § = (e, €9, ..., €,)
une base de E et §* sa base duale. Alors pour tout endomorphisme u de E, on a

Mat (‘u, %) =  Mat(u, §)

Proposition 8.5 (Dualité et stabilité). Soient £ un K-espace vectoriel, u un endomor-
phisme de F et F' un sous-espace vectoriel de F. Alors,

F est stable par u <= F* est stable par 'u
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