Chapitre 4: Formes Multilinéaires - Déterminants

1 Formes multilinéaires

1.1 Définitions et propriétés de base

Définition 1.1. Soient F un K-espace vectoriel et p un entier > 1. Une forme p-linéaire
sur E est une application,

fEP > K
(X1, 29, ..., xp) = f(x1,29,...,2p)
telle que pour tout 7 € {1,2,...,p}, Papplication f; : E — K définie par
Vee E, fi(z)=f(zx1,T2,...,Tic1, T, Tig1,...,Tp)
soit une forme linéaire sur F.

Remarque 1.1. 1. Soit f une forme p-linéaire sur . On suppose qu’il existe ¢ €
{1,2,...,p} tel que x; =0, alors f(z1,2,...,2,) = 0.

2. Une forme 1-linéaire sur E est tout simplement une forme linéaire.
3. Une forme 2-linéaire sur E s’appelle une forme bilinéaire sur F.

Pour tout entier n > 1, on pose N,, = {1,2,...,n} et on note F(N,,N,) I'ensemble
de toutes les applications de N, vers N,,.

Rappelons aussi qu’on appelle permutation toute bijection de N,, vers N,,, que
I’ensemble de toutes les permutations de N,, vers N,, se note S,, et que S, muni de la
composition des applications est un groupe, appelé groupe symétrique.

1.2 Regles de calcul

Soient F un K-espace vectoriel de dimension finie, (e, es,...,¢e,) une base de F, p un
entier > 1 et f: EP — K une forme p-linéaire.
Soit © = (x1,xa,...,x,) un élément de EP, tel que pour tout j € {1,2,...,p}, on a

n
T; =y . a;je;, alors on a

n n n
f(l'l, Ty ... ,$p) = f E ailleil, E Cli22€i2, Cey E aippeip

i1=1 ig=1 ip=1

= Z Q10452 * * az‘ppf(em Cigy - 7%)

(i17i2"")ip)€N€L
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1.3 Formes multilinéaires alternées

Définition 1.2. Soient £ un K-espace vectoriel, p un entier > 1 et f : EP — K une
forme p-linéaire sur F.

1. On dit que f est symétrique si pour tout o € S, et pour tout (21, za,...,x,) € E?,
on a

f(ZL’U(l), ZL’U(Q), e ,Jfg(p)> = f(xl, Lo, ... ,l’p)

2. On dit que f est antisymétrique si pour tout o € S, et pour tout (z1, %2, ...,2,) €
EP on a
[(@o1), To(@)s - - - Top) = €(0) f(T1, 22, ..., 7p)

3. On dit que f est alternée si pour tout (z1,zs,...,2,) € EP, on a

Vie N, VjeN,, [i#jeta;,=x; = f(r1,22,...,2,) =0

Théoreme 1.3. Soient £/ un K-espace vectoriel, ou K est un corps commutatif de carac-
téristique # 2, et f une forme p-linéaire sur E. Alors f est antisymétrique, si et seulement
si, f est alternée.

Proof. (=) Supposons que f est antisymétrique.

Soit (z1,22,...,2,) € EP, tel qu'il existe i € N, et j € N, avec i # j et z; = z;.
Montrons que f(z1,2a,...,2,) =0.

Comme ¢ # 7, alors on peut supposer que ¢ < j. Soit 7 la transposition qui échange 7
et j, rappelons que 7 est la permutation de N, définie par :

7(i) =5, 7(j) =1 et VE e Ny\ {4, j}, 7(k) =k

Puisque f est antisymétrique, alors on aura,

f(xT(1)7 T2y Tr@@)s s Lr(g)y -+ 7-777—([)))
=c(T)f(z1, 22, ..., Tiy oo, T, Tp)
et comme 7 est une transposition, alors e(7) = —1, donc on a
J(@r (1) Tr2)s - Tr(i)s o> TrG)s - - - > Tr(p))
:—f(l'l,xg,. s Ly 7'rj7 pr)
D’autre part, puisque x; = z;, alors, on aura
J(Tr1), @) - s Tr(i)s o T (s - - > Tr(p))
= f('rhx% 7‘7:]7 y Li, 7xp)
= f(ajlaan y Ly y Lj,y 7'7:;0)
Donc on constate que
flrr, e, o iy, ) = —f(T1, 00,00 Ty T, Tp)
Par suite,
2Kf<l’1,l’2, <y Ly 7xj7 7xp> :OK

keepmath.com 2


https://keepmath.com

Algébre Linéaire et Bilinéaire Chapitre 4

Puisque K est de caractéristique # 2, alors 2x # Ok, donc f(x1, o, ..., Ty ..., Tj, ..., Tp) =
0, par suite, f est alternée.

(<) Supposons que f est alternée et montrons que f est antisymétrique.

Puisque S, est engendré par les transpositions, alors il suffit de montrer que pour toute
transposition 7 de S, on a

V(21,20,...,2p) € EP, f(2r), Tr2)s - -5 Tr(p)) = —f(@1, T2, ..., 2p)

Soit 7 = (4, j) une transposition de S,, avec i < j. Puisque f est alternée, alors on a

i J
— —
flry,zo, . i+ x4, i+, x,) =0

D’autre part, puisque f est p-linéaire et f alternée, alors on aura,

flrr,zo, i+ 2y, i+ 2y, X)) =
flrr,zo, o 2o 2y, ) + f(21, 20,0 X, Ty, Tp)
Par conséquent, on a
flrr, 2o, o @y oy, oo ) = —f(T1, 00,00 T, oo Ty, )
Donc f est antisymétrique. m
Théoréme 1.4. Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie = n, (eq, e, ..., e,) une

base de F et A : E™ — K l'application définie pour tout (z1,xs,...,x,) de E", par

A(Il, To,. .. 7xn) = Z g(a)ao(l),laa(Q)Q *Qo(n),n

ocESH
ot pour tout j € {1,2,...,n}, z; =D ., a;je;. Alors on a
1. Pour tout entier p > n, A,(E) = {0}.
2. A,(FE) est de dimension 1 et on a

Ve Au(E), f = fler,e,...,e,)A

2 Déterminants

2.1 Déterminant d’un systéme de vecteurs

Définition 2.1. Soit F un K-espace vectoriel de dimension finie = n et soit § =
(e1,€2,...,e,) une base de E. Soit (z1,xs,...,x,) € E™, tel que,

n
VJ c Nn, T; = Z Q;;€;
=1

On définit le déterminant de (zq, 9, ..., z,) par rapport a la base (eq,es,...,€,), par :

dﬁet<x17 T, ... 7xn) = A(Il, T, ... wxn) = Z €<0-)a0(1),1aa(2),2 *Qo(n)n
O'ESn
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Remarque 2.1. Soient £ un K-espace vectoriel de dimension finie = net 5 = (e, es,...,e,)
une base de F. Alors

det: E" - K
B
est une forme n-linéaire alternée sur F.

2. Si f est une forme n-linéaire alternée quelconque, alors pour tout (z1,xs,...,x,) €
E™ on a
flz1, 20, ..., 2,) = fer,€2,...,€p) dgt(xl,xQ, cey T)

Théoréme 2.2. Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie et (21, s, ..., z,) un
systéme de n vecteurs. Alors (x1, s, ..., x,) est une base de E, si et seulement si, il existe
une base § de E, telle que detg(z1, 22, ..., z,) # 0.

2.2 Déterminant d’un endomorphisme

Proposition 2.3. Soient £ un K-espace vectoriel de dimension finie = n, 5 = (ey, s, ...,€,)
une base de F et u un endomorphisme quelconque de F, alors la quantité

dgt(U(€1), u(ez), ..., ule,))

ne dépend pas de la base [ choisie.

Définition 2.4. Soient F un K-espace vectoriel de dimension finie = n, § = (e, ea,. .., €,)
une base quelconque de E et u un endomorphisme de E. On définit le déterminant de
u, par :

det(u) = dgt(u(el), u(ea), ..., ule,))
Théoreme 2.5. Soit E' un K-espace vectoriel de dimension finie. Alors
1. det(Idg) = 1.
2. Yu € L(E),Yv € L(E),det(u o v) = det(u) det(v).
3. u € L(E) est inversible, si et seulement si, det(u) # 0.

4. Si u est un endomorphisme inversible, alors on a

det(u™') = ﬁ(u}

2.3 Déterminant d’une matrice

Définition 2.6. Soient K un corps commutatif et A = (a;j)1<j<n une matrice carrée
d’ordre n a coefficients dans K. On définit le déterminant de A, par :

det(A) = Z e(0)ao(1)1002)2 " * * Ao (n)n

oeSy
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Remarque 2.2 (Regles de calcul). 1. Sil'on effectue une permutation o sur les colonnes
de la matrice A, alors det(A) est remplacé par (o) det(A).

2. Le déterminant ne change pas de valeur, si 'on ajoute a une colonne de A une
combinaison linéaire quelconque des autres colonnes de A.

3. Pour tout A € K, on a det(AA) = A" det(A).
4. Si les vecteurs colonnes de A forment un systeéme lié, alors on a det(A) = 0.

Théoréme 2.7. Soient K un corps commutatif, A et B deux matrices carrées d’ordre n
a coefficients dans K et [,, la matrice identité. Alors

1. det(I,) = 1.
2. det(AB) = det(A) det(B).
3. A est inversible, si et seulement si, det(A) # 0.

Proposition 2.8. Pour toute matrice carrée A, on a det(A) = det(*A).

2.4 Développement d’un déterminant

Définition 2.9. Soient K un corps commutatif et A = (a;j)1<;j<n une matrice carrée
d’ordre n a coefficients dans K. On appelle mineur relativement au coefficient a;;, qu’on
note A;;, le déterminant de la matrice d’ordre n—1 obtenue en supprimant dans la matrice
A la i-eme ligne et la j-eme colonne.

Théoréme 2.10 (Développement suivant une colonne). Soient K un corps commutatif
et A = (aij)1<ij<n une matrice carrée d’ordre n a coefficients dans K. Alors pour tout
je{l,2,...,n},ona

n

det(A) =Y (=1)"ay A

i=1

Lemme 2.11. Soit A = (a;;)1<i j<» une matrice triangulaire, alors on a
n
det(A) = H Aj; = A11022 * * * App,
i=1

Lemme 2.12. Soient K un corps commutatif et M une matrice carrée d’ordre n + p a
A C
0 B

matrice carrée d’ordre p. Alors on a

coefficients dans K, avec M = ), ou A est une matrice carrée d’ordre n et B une

det(M) = det(A) det(B)
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2.5 Inverse d’une matrice

Définition 2.13. Soit A = (a;j)1<; j<n une matrice carrée d’ordre n et soit A;; le mineur
associé a a;j, pour chaque i,j € {1,2,...,n}. Alors

1. (—1)""A;; s’appelle le cofacteur de a;;.

2. La matrice dont les coefficients sont les cofacteurs des a;; s’appelle la comatrice
de A et se note com(A), donc on a com(A4) = ((—1)"A;)1<ij<n.-

3. La matrice transposée de com(A), * com(A), s’appelle la matrice adjointe de A et
se note A.

Théoréme 2.14. Soient K un corps commutatif, A une matrice carrée d’ordre n a coef-
ficients dans K et A la matrice adjointe de A. Alors

AA = AA = det(A)I,

ou I,, est la matrice identité d’ordre n.

2.6 Déterminant de Vandermonde

Proposition 2.15. Soient K un corps commutatif, n un entier, avecn > 2, et ay, as, ..., a,
des éléments de K deux a deux distincts. On appelle déterminant de Vandermonde
associé a aq, as, . .., a,, 'élément de K défini par :
n—1
1 a ... aj
1 ay ... ay?
V(a17a2a"‘aan): . .
-1
1 ay ay,
Alors V(ar, az, ..., an) =[] cicjcn(a; — ai).
Proof. Etablissons d’abord une relation de récurrence entre V'(ay, as, . .., a,) et V(ay, ag, ..., an_1),

ou n > 2. Pour cela, on considere le polynéme P(X) défini par

1 a - a? o't
1 ay - ay? a)!
P(X) =
n—2 n—1
1 Ap—1 Ap_1 ap—1
1 X . Xn—2 Xn—l

Alors pour tout k € {1,2,...,n — 1}, on a P(ax) = 0, car P(ax) est un déterminant
qui contient deux lignes identiques. En développant par rapport a la derniere ligne, on
voit que deg(P) < n —1 et comme P admet n — 1 racines deux & deux distinctes, alors il
existe a € K, tel que P(X) = a[[}= (X — a;). Or, a est le coefficient de X™~!, donc en
développant par rapport a la derniere ligne, on aura

1 aq .o a?_2
-2
1 a2 DY a;l
o= |, . . . :V(a'17a27"'7an—1)
n—2
1 Ap—-1 - Qp_q
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Par suite, pour tout n > 2, on a

n—1

Vay,as,...,a,) = H(an —a)V(ay,ag,. .., a,-1)

i=1

Montrons maintenant par récurrence que pour tout n > 2, on a

Vay,as,...,a,) = H (a; — a;)

1<i<j<n

1 aq
1 a9
Donc la propriété est vérifiée pour n = 2.
H.R : 11 Supposons que n > 2 et que la propriété est vérifiée pour tout entier m < n z.
D’apres ce qui précede, on a V(ay,aq,...,a,) = H;:ll(an —a;)V(ay,ag,...,a,-1) et
d’apres I’hypothese de récurrence, on a

V(al,ag,...,an,l) = H (CLJ' —O,Z')

= ((12 — Cll).

Pour n =2, on a V(ay,a2) = ‘

1<i<j<n—1
par suite, on a
n—1
V<a17 ag, ..., an) = H(an - ai) H (a] - ai) = H (aj - ai)
i=1 1<i<j<n—1 1<i<j<n
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