Chapitre 5: Réduction des Endomorphismes

1 Polynomes et endomorphismes

1.1 Notations et définitions

Soit EF un K-espace vectoriel. Pour tout endomorphisme u de E et pour tout entier
m > 0, on définit 4™ par récurrence de la maniere suivante :

1. Pour m = 0, on pose u’ = Idg.

m—1 _ ., m—1

2. Pourm>1,u"=uou U o U.

Soit maintenant P un polynéme de K[X], avec P = ag+a1 X +- - -+ a,X™. On définit
I’endomorphisme P(u), appelé polynéme en u, par :

n

P(u) =aoldg +au + - - - + a,u” = Zaiui
i=0

Proposition 1.1. 1. Si P =1 alors P(u) = Idg.
2. VP e K[X],VQ € K[X],(P+ Q)(u) = P(u) + Q(u).
3. VP € K[X|,VQ € K[X], (PQ)(u) = P(u) o Q(u).
Remarque 1.1. Soient E un K-espace vectoriel et © un endomorphisme de E.

1. Pour tout A € M,,(K) et pour tout P € K[X], avec P =ag+ a1 X + -+ + ap, X™,
la matrice P(A) est définie par :

P(A) =apl + a1 A+ -+ a, A" = ZaiAi
i=0

2. VP € K[X],VQ € K[X], P(u) o Q(u) = Q(u) o P(u).

3. On suppose que E est de dimension finie = n. Soit § = (eq, es,...,e,) une base de
E et soit A = Mat(u, ), alors

VP € K[X],Mat(P(u), 8) = P(A)
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1.2 Polynéme minimal

Théoréme 1.2. Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie = n, avec n > 1. Alors
pour tout endomorphisme u de F, il existe un unique polynéme P € K[X], non constant
et unitaire, tel que

1. P(u) =0.

2. Si @ est un autre polynéme de K[X]|, vérifiant Q(u) = 0, alors P divise Q.

Dans ce cas, P s’appelle le polynéme minimal de u et se note M,,.
Remarque 1.2. Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie et u € L(E).

1. Le polynéome minimal M, de u est caractérisé par :

{Mu(u) =0
Si @ est un autre polynéme de K|[X| vérifiant Q(u) = 0, alors M,, divise @

2. Yu € L(E),deg(M,) > 1.

Exemple 1.1. Soient £ un K-espace vectoriel de dimension finie et u € L(F).

1. Siuw =0 alors M, = X.
2. Siu=Idg alors M, = X — 1.
3. Si u est un projecteur, avec u # 0 et u # Idg, alors M, = X? — X.

Proposition 1.3. Soient F un K-espace vectoriel de dimension finie, © un endomor-
phisme de F et P un polynéme non constant de K[X], alors

1. P(u) est inversible, si et seulement si, P et M, sont premiers entre eux.

2. Dans le cas ot P(u) est inversible, P(u)~! est un polyndme en w.

1.3 Polynoéme caractéristique
Définition 1.4. det(X 1 — A) s’appelle le polynéme caractéristique de A et se note

XA-

Proposition 1.5. Soit K un corps commutatif. Alors pour toute matrice A € M,,(K),
le polyndéme caractéristique x4 de A est un polynéme unitaire de degré n.

Proposition 1.6. Deux matrices semblables ont méme polynéme caractéristique.

Définition 1.7. Soient F un K-espace vectoriel de dimension finie = n, § = (eq, es,...,€,)
une base de E, u un endomorphisme de E et A la matrice de u par rapport a la base 3.
Alors le polyndéme caractéristique de u, noté y, est défini par

Xu =det(XI —A) = xa

Remarque 1.3. 1. La définition précédente a un sens, car si B est la matrice de u
par rapport a une autre base de F, alors on sait que A et B sont semblables, donc
d’apres la proposition précédente, A et B ont méme polyndme caractéristique.

2. Si dim(F) = n, alors pour tout u € L(E), deg(x.) = n.

3. Le polynéme minimal d'un endomorphisme est loin d’étre son polyndéme caractéris-
tique.
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1.4 Théoreme de Cayley-Hamilton

Théoréme 1.8 (Théoreme de Cayley-Hamilton). Soient E un K-espace vectoriel de
dimension finie et © un endomorphisme quelconque de E. Alors M, divise x,,.

1.5 Théoreme de décomposition des noyaux

Théoréme 1.9. Soient E un K-espace vectoriel et u un endomorphisme de E. On
suppose qu’il existe deux polynomes P; et Ps, tels que

1. P, et P, sont premiers entre eux, (P A P, = 1).
Alors E = ker(Py(u)) @ ker(Py(u)).

Corollaire 1.10. Soient E un K-espace vectoriel et u un endomorphisme de E. On
suppose qu'il existe des polynoémes Py, Ps, ..., P, de K[X], (m > 2), tels que

1. Les polynoémes Py, P, ..., P, sont deux a deux premiers entre eux.

Alors

E = ker(Py(u)) @ ker(Py(u)) @ - - - @ ker(P,,(u)) = @ker(ﬂ(u))

2 Diagonalisation

2.1 Valeurs propres - Vecteurs propres

Définition 2.1. Soient F un K-espace vectoriel et © un endomorphisme de F. On dit
que A € K est une valeur propre de u, s'il existe x € E, avec x # 0, tel que u(z) = Ax.
Dans ce cas, x s’appelle un vecteur propre associé a la valeur propre .

Théoréme 2.2. Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie et « un endomorphisme
de FE, alors les propositions suivantes sont équivalentes :

1. A € K est une valeur propre de u.
2. )\ est une racine de M,,.

3. A est une racine de y,,.
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2.2 Sous-espaces propres

Définition 2.3. Soit E un K-espace vectoriel, v un endomorphisme de F et A € K une
valeur propre de u. On appelle sous-espace propre associé¢ a la valeur propre A, le
sous-espace vectoriel de E, noté E) et défini par :

Ey\ =ker(u — A1dg)

Proposition 2.4. Soient F/ un K-espace vectoriel, © un endomorphisme de E et A\, Ao, ..., A,
des valeurs propres deux a deux distinctes de u, alors la somme E), + E\, +---+ E),, est
directe.

Proposition 2.5. Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie = n et u un endo-
morphisme de E. On suppose que A € K est une racine de y, de multiplicité m, alors on
al <dim(E,) < m.

2.3 Endomorphismes diagonalisables

Définition 2.6. Soit K un corps commutatif. On dit quun polynéme P € K[X] a
toutes ses racines dans K (ou que P est scindé sur K), si P s’écrit sous la forme :

P=(X—=X)"™(X =)™ (X = \)™
ou Aq, Ao, ..., A\, sont les racines deux a deux distinctes de P dans K.

Définition 2.7. Soient F un K-espace vectoriel de dimension finie n et v un endomor-
phisme de E. On dit que u est diagonalisable sur K, si

1. Le polynome caractéristique de u est scindé sur K.

2. Il existe une base de F dans laquelle la matrice de u est une matrice diagonale.

Théoreme 2.8. Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie = n et u un endo-
morphisme de E. On suppose que Y, est scindé sur K et soit A, Ao, ..., A\, les racines
deux a deux distinctes de x, dans K de multiplicités respectives myq,mao, ..., m,. Alors
les propositions suivantes sont équivalentes :

1. u est diagonalisable sur K.

2. M, n’a que des racines simples sur K.
3. E=E\, ®E\, & - PE,.

4. Vi e {1,2,...,r},dim(E),) = m;.

Corollaire 2.9. Soient F un K-espace vectoriel de dimension finie et 4 un endomorphisme
de E. On suppose que Y, est scindé sur K et que x, n’a que des racines simples. Alors
u est diagonalisable.

Corollaire 2.10. Soient F un K-espace vectoriel de dimension finie n et u un endomor-
phisme de E. On suppose que u possede n valeurs propres deux a deux distinctes, alors
u est diagonalisable.
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2.4 Diagonalisation simultanée

Lemme 2.11. Soient £ un K-espace vectoriel de dimension finie, u et v deux endomor-
phismes de F et A € K une valeur propre de u. On suppose que u o v = v o u, alors E)
est stable par v.

Théoréme 2.12. Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie et (u;);c; une famille
d’endomorphismes diagonalisables de E deux a deux commutant, ou /I est un ensemble
quelconque ayant au moins deux éléments. Alors il existe une base 5 de E, tel que pour
tout ¢ € I, la matrice de u; est une matrice diagonale.

3 'Trigonalisation

Définition 3.1. Soient F un K-espace vectoriel de dimension finie n et v un endomor-
phisme de E. On dit que u est trigonalisable s’il existe une base de E dans laquelle la
matrice A de u s’écrit sous la forme triangulaire supérieure :

a1 Q12 -+ Q1ip
0 axp - agp

A=
o --- 0 an

Théoreme 3.2. Soient F un K-espace vectoriel de dimension finie n et © un endomor-
phisme de E. Alors u est trigonalisable, si et seulement si, le polynéme caractéristique de
u est scindé sur K.

4 Endomorphismes nilpotents

Définition 4.1. Soient F un K-espace vectoriel et u un endomorphisme de £. On dit
que u est nilpotent, s’il existe m € N*, tel que u™ = 0.

Proposition 4.2. Soit u un endomorphisme nilpotent, alors il existe ¢ € N*, tel que
ud = 0 et u?! # 0. Dans ce cas, ¢ s'appelle I'indice de nilpotence de w.

Proposition 4.3. Soient E un K-espace vectoriel de dimension n et v un endomorphisme
de E. Alors les propositions suivantes sont équivalentes :

1. w est nilpotent.
2. M, = X1, ou q est I'indice de nilpotence de wu.

3. Xu=X".
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5 Jordanisation d’un endomorphisme nilpotent

Définition 5.1. On appelle matrice nilpotente de Jordan, toute matrice carrée qui
s’écrit sous la forme suivante :

01 0 0
0 1 0
N = R . ERS
o0 --- 0 1
00 -+ 0 O

Théoreme 5.2. Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie n et u un endomor-
phisme de F non nul et nilpotent d’indice ¢. Alors il existe une base de E, appelée base
de Jordan de u, dans laquelle la matrice de u est une matrice nilpotente de Jordan.

6 Décomposition de Dunford

Théoréme 6.1 (Projecteurs spectraux). Soient E un K-espace vectoriel de dimension
finie n et u un endomorphisme de E dont le polynéme caractéristique x, est scindé sur
K, tel que

Yoo = (X = A)™ (X = D)™ - (X = A)™

ol A1, Ag, ..., A, sont les racines deux a deux distinctes de y,,. Pour chaquei € {1,2,...,r},
on pose P, = (X — \;)™ et on pose N; = ker(P;(u)). Alors

1. Pour chaque i € {1,2,...,7}, N; est stable par u.
3. Pour chaque i € {1,2,...,r}, dim(V;) = m,.

4. Sipour chaque i € {1,2,...,r}, on désigne par ; la projection sur N; parallelement,
a @j# Nj;, alors 7; est un polyndéme en v et on a m +mg + - -+ + m, = Idg.

Théoréme 6.2 (Décomposition de Dunford). Soient £ un K-espace vectoriel de dimen-
sion finie n, avec n > 1, et u un endomorphisme de F dont le polynéme caractéristique .,
est scindé sur K. Alors il existe un unique endomorphisme diagonalisable d et un unique
endomorphisme nilpotent v, tels que

1. u=d+w.
2. dov=wvod.

De plus d et v soient des polyndémes en u.

keepmath.com 6


https://keepmath.com

Algébre Linéaire et Bilinéaire Chapitre 5

7 Réduction de Jordan

Théoréme 7.1. Soient £ un K-espace vectoriel de dimension finie n et u un endomor-
phisme de E dont le polyndme caractéristique y, est scindé sur K. On suppose que

Xo = (X = A)™(X = A)™2 - (X — \)™

ol A1, Ao, ..., A, sont les racines deux a deux distinctes de y,. Alors il existe une base de
E, appelée base de Jordan de u, dans laquelle la matrice J de wu, s’écrit sous la forme
suivante :

J 0 - 0
0 J, -~ 0
0 0 --- J,
ou pour tout i € {1,2,...,7}, on a
Jii 0 - 0
0 Jig -~ 0
0 0 i,
et ou pour tout j € {1,...,r;}, on a
Ao 10 0
0 X 1 0
Jij = : .o
0 O A1
0 O 0 N

Corollaire 7.2. Pour toute matrice carrée A de M,,(C), il existe une matrice de Jordan
J et il existe une matrice inversible P, telles que A = PJP~!.
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