Chapitre 4 : Espaces complets

Le héros de I'histoire est un métrique (E, d).

Complétude, suites de Cauchy
Définition et propriétés

Définition 0.1 On dit qu’une suite (u,) est de Cauchy ssi
Ve > 0,dN > 0,Yn > N,¥p > N,d(u,, u,) < €.
On écrit alors lim,, ;oo d(up, ug) = 0.

Proposition 0.1 Toute suite convergente est de Cauchy.
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Remarque. u, = . est de Cauchy dans R mais ne converge pas donc R n’est pas
complet.

Proposition 0.2 1. Toute suite de Cauchy est bornée.

2. Toute suite de Cauchy ayant une sous-suite convergente converge vers la limite de
cette derniére.

3. Les applications uniformément continues préservent la cauchytude.

Démonstration.

1. En fixant p = N dans la définition, on a Vg > N, d(u,, uy) < e donc pour tout
q> N, u, € B(uy,e). Donc u est ultimement bornée donc bornée.

2. S’il existe @, tel que u o ¢ converge vers [, il existe K tel que pour tout n > K,
d(upm, 1) < €. 1l existe aussi K’ > K tel que pour tout n > K’, ¢(n) > N. On a
alors pour tout p > N,

d(up, 1) < d(up, uprry) + d(upEn, 1) < 2¢.

Donc u converge vers (.

3. Soit f : (E,d) — (E',d") uniformément continue et (u,) de Cauchy dans (E,d).
Soit 7 > 0, par uniforme continuité, il existe ¢ > 0 tel que d(z,y) < ¢ —
d'(f(x), f(y)) <n. Or, pour p,q = N, d(up, uy) < e done d'(f(up), f(ug)) <n.

Définition 0.2 On dit que d et d’ sont équivalentes ssild : (E,d) — (E,d’) est conlinue
ouverte.

Applications

Proposition 0.3 Un espace vectoriel normé de dimension finie est complet.



Démonstration. Soit E espace vectoriel normé, n = dim(F) finie. On a vu que, si
(e1,...,€e,) est une base de E,

T E—R"
' x:Z?:lxiei'_)(xl,...7l'n)

est une bijection linéaire continue donc uniformément continue. Donc il suffit de montrer
R"™ complet. 1l suffit de le montrer pour la norme infinie car les normes y sont équivalentes.

Si (z%); est de Cauchy, pour tout i, (z¥); est de Cauchy dans R qui est complet donc
converge vers z;. On a donc z¥ qui converge vers z = (z1,...,2,).

Remarque. (C°([0,1]),] - |l1) n’est pas complet :

2

1 six € [%+%71]
fp(x) =< affine siz e [%—%7%_‘_%]
0 siz € [0,%_%]
On a
3 1 ! 1
o= Al = [ 150 = F0ldt < [7 O+ 0)dt =5+ 5 0.

D=

2

Donc (f,), de Cauchy mais ne converge pas. Si (f,), converge vers f, on a f;l | fn(t) —
2

f(#)|dt — 0 donc ff 11— f(t)|dt=0 et f =1 presque partout sur |3, 1]. On a de méme

1

, 2[ donc f a une forte tendance a ne pas étre continue.

f = 0 presque partout sur [0

Proposition 0.4 Soit X un ensemble non vide et (E,d) un espace métrique. On note
Fo(X, E) Uensemble des fonctions de EX bornées et on définit la distance (habituelle) par

doo(f, 9) = supd(f(z), g(x)).

zeX

Si (E,d) est complet, (Fo(X, E),dx) lest aussi.

Démonstration. Soit (f,,), de Cauchy dans (F,(X, E),ds). Par définition de d.,, on
a pour tout z € X et p,q > N, d(fp(x), f,(x)) < e donc (f,(z)), est de Cauchy dans E
donc converge vers f(z). Avec ¢ — 400 dans la définition de la cauchytude, on a pour
tout z, d(f,(x), f(z)) < e donc duo(fp, f) < € donc (f,), converge uniformément vers f.

Proposition 0.5 Soit (E,d) un complet, ' C E. (F,d|r) est complet ssi F' est fermé
dans E.

Démonstration.

= Soit (f,), une suite de F' qui converge vers f € E. (f,), est de Cauchy dans E donc
dans F' donc converge donc f € F et F fermé.

< Soit (f,), de Cauchy dans F. Elle est de Cauchy dans E donc converge vers f € E
donc, comme F' fermé, f € F et (f,), converge dans F.



Proposition 0.6 1. (C([0,1]), | - |leo) est complet.
2. (Go(]0,1]), 1| - lloo) est complet.
3. (CO([Oa 1]) = {U < C([()? 1])a lim, o u(a:) = lim, u(m) = O}a || ’ ||oo) est complet.

4. Pour tout ouvert borné Q de R", C(Q2), Cy(22), Co(Q2) = {u € C(Q),u|pq = 0}, (> =
{suites bornées}, co = {(un)n € €, lim, o u,, = 0} et ¢ = {suites convergentes}
sont complets munis de || - ||co-

5. LE,F) est complet pour la norme induite si F' l’est.

6. En particulier, L.(E,R) est toujours complet.

Démonstration.

— Montrons le premier point. Les quatre premiers points se font de la méme facon.
On sait que C([0,1]) € F(]0,1]) donc si on montre C([0,1]) fermé dans Fy(]0, 1]),
on a le résultat. Or les limites uniformes de suites de fonctions continues restent
continues d’ou le résultat.

— On peut appliquer le résultat précédent car la norme induite est bien la norme
uniforme : || £l = [|fllz@,.5)-

Quelques théorémes importants
Théoréme du point fixe

Théoréme 0.1 (Point fixe contractant) Soit (E,d) un complet. Toute application T :
E — FE strictement contractante (il existe k € [0, 1], tel que pour tout z,y € E, d(T(x),T(y)) <
kd(z,y)) admet un unique point fize.

Démonstration. Considérons la suite de E définie par :

{un+1 = T(uy)

ug € E choisi

Montrons que cette suite converge. Pour tout n, p,q avec p < ¢, on a :

d(un—i-h un) S d(T(un)a T(“n—l)) S kd(u'rwun—l) S knd(ubUO)'

q—1 q—1
d(up, uq) < Zd(un+1,un) < Zk”d(ul,uo).
n=p n=p

Donc, (u,) est de Cauchy donc convergente. Notons [ sa limite. On a alors, comme 7" est
contractante donc continue, [ = T(1).
Si u et v’ sont deux points fixes,

d(u,u") = d(T(u), T(u")) < kd(u,u").

Comme k < 1, u=u'.



Remarque.
— C’est faux si E n’est pas complet : si £/ =]0,1], x — § n’a pas de point fixe.
— On a besoin d’une constante de Lipschitz uniforme : avec I'hypothése d(T'(z), T(y)) <
d(x,y), ca ne marche pas. Par exemplesi E =Ret T =z — 1+ 22 onal|T'(z)| <

1 pour tout = donc, par le théoréme des accroissements finis, |17'(z) —T'(y)| < |x—y|.
Cependant, = v/1 + 22 n’a pas de solutions dans R.

— Ce théoréme est l'outil essentiel pour la démonstration du théoréeme de Cauchy-
Lipschitz et du théoréme des fonctions implicites.

Prolongement des applications continues

Théoréme 0.2 (Prolongement) Soient (E,d) et (E',d') deux métriques, D C E dense,
(E',d") complet. SiT : D — E' est uniformément continue, il existe un unique prolonge-

ment T uniformément continue de'l" o F.

Remarque. Si T est aussi linéaire et E, E’' des espaces vectoriels normés, alors T reste
linéaire. Si de plus T' est une isométrie, T aussi.

Démonstration. Soit z € E. 1l existe (x,), € DY qui converge vers x. Cette suite est
donc de Cauchy. Puisque T est uniformément continue, (7'(x,)), est de Cauchy donc elle
converge.

— Lalimite ne dépend que de x. En effet, si (z,),, converge vers z, d'(T'(z,), T'(z!,)) tend
vers 0 car d(z,, x),) tend vers 0 et T est uniformément continue. Donc lim,, ;o T(x,) =
lim,, 00 T'(x],). On note T'(x) cette limite.

— On a de plus clairement T|p = T.
— Montrons que T est uniformément continue. Soient x,y € F avec x = limzx, et

y = limy,. . .
d(T(x),T(y)) = lLm d(T(zn),T(yn))-

n—-+o0o

Or pour tout € > 0, et n assez grand,

d(T(24), T(yn)) < wr(d(@n,yn)) < wr(d(z,y) +¢)
avec wr(r) = sup{d(T(x),T(y)),d(z,y) < r} le module de continuité uniforme de

T. Donc d'(T(x),T(y)) < wr(d(x,y)) donc T est uniformément continue et a le
méme module de continuité uniforme que 7.

Exemple. [Construction de l'intégrale de Riemann]| On pose D I’ensemble des fonctions
en escalier de [a,b] dans R, E' = R et

D= FE
B VASDY SRS
Ona |T(f)] < (b—a)| f|lec donc, comme T est linéaire elle est uniformément continue et
on peut la prolonger & £ = D = C([a, b, R).

On peut aussi étendre I'intégrale aux limites uniformes de fonctions en escalier (fonc-
tions réglées). Ce sont les fonctions qui ont une limite & gauche et a droite en tous points.
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Exemple. [Transformée de Fourier] Pour tout &, f(€) = Jon €67 f(z) dz est bien dé-
finie si f € L'(R™). On montre que si f € L' N L2, ||fll2 < ¢||f]lr>- Par densité de

~

L'NL? dans L%, f — f se prolonge & L? entier mais le prolongement n’est pas donné par
lintégrale.

Complétion
Définition 0.3 On dit que (E',d’) est un complété de (E,d) ssi (E',d’) est complet et

eriste une isométrie I : B — E' telle que I(E) soil dense dans E'.

Théoréme 0.3 (Unicité du complété) Soit (E,d) un métrique. S’il existe un com-
plété E' de E, il est unique au sens ot si (E",d") est un autre complété, E' et E" sont
isométriques. On dit que (E',d') et (E",d") sont des réalisations du complété de E.

Démonstration. Onal: E — E' et I': E — E". Considérons [ o I'™' : ['(E) — FE'.
C’est une isométrie. Par densité de I'(E) dans E”, on peut la prolonger en une isométrie
I" de E” dans E'. Montrons que celle-ci est surjective (on a déja Uinjectivité). I”(E") est
dense car elle contient I'(E) qui est dense. De plus, I”(E") est fermée (car E” est complet
donc I"(E") aussi) dans E’ donc I”(E") = E' et on a la surjectivité.

Théoréme 0.4 Soit (E,d) un métrique. Il admet un complété.

Démonstration. Posons E' = S(F)/ ~ avec S(F) 'ensemble des suites de Cauchy de
E et ~ la relation d’équivalence :

(@n)n ~ (Yn)n ssi lim d(z,,y,) = 0.

n——+o00

Posons x la surjection canonique de S(E) — E’ et d' la distance sur E’ définie par

d'(xX((#n)n); X((Yn)n)) = lim d(zn, yn).

n—+4o0o

Montrons que la limite existe et que cette définition est indépendante du représentant.

— Ona |d(l’, ZE/) - d(y7 y/)| < d($7 y) + d(‘rlv y/) donc

|d(xp, yp) - d@q?yq)’ < d@pa xq) + d(yzn yq) — 0.

Donc (d(zy, yn))n est de Cauchy donc la limite existe.

(2, yn) — A3, yp,)| < (2, 27,) + d(Yn, yy,) = 0

donc la définition est indépendante du représentant.

— (C’est de plus une distance : c’est clairement symétrique, ca vérifie 'inégalité trian-
gulaire d’aprés celle de d et le troisiéme axiome & vérifier est vraie par définition de
E'.



— (F,d) s’injecte isométriquement et densément dans (E’,d’). Posons :

I E—F
o x(z,2,2,..)

C’est bien une isométrie : d'(I(x),I(y)) = lim, 100 d(z,y) = d(x,y). I(F) est de
plus dense : soit x((x,),) € E', on a

d/(X((xn)n)vl(xp)) = lim d(z,,z,) = dp.

n—-4o00

Et on a lim,_, .~ d, = 0 car les suites sont de Cauchy.

— 1l reste & montrer que (E’,d’) est complet, ce qui est laissé en exercice.

Remarque. Si E est un espace vectoriel normé, il admet un complété qui est lui-méme
un espace vectoriel normé (Banach).

Théoréme de Baire

Théoréme 0.5 (Baire) Soit (E,d) un complet.
— Toute intersection dénombrable d’ouverts denses est dense.

— (Ce qui est équivalent) Toute union dénombrable de fermés d’intérieur vide est d’in-
térieur vide.

Démonstration. On a le lemme :

Lemme 0.1 Soit (F),), une suite décroissante de fermés non vides dont le diamétre tend
vers 0. (1,50 Frn est un singleton.

Démonstration. Il y a au plus un point car le diamétre tend vers 0. Soit z, € F,.
(n)n est de Cauchy car les diamétres tendent vers 0. Donc (z,), converge vers x donc

T € (s Fr-

Remarque. On ne peut pas supprimer I'hypothése §(F,,) — 0 sinon l'intersection peut
méme étre vide.
Soit (€2,,), une suite d’ouverts denses. Montrons que |

si w est un ouvert non vide,
wnN (ﬂ Qn> # 0.

n>0

>0 ), est encore dense, ie que

wNQq # 0 car Q; est dense. Comme cette intersection est ouverte, il existe x1,7; > 0 tel
que wNQy D B(zy,71) C Blay, 2). wnNQNQy D B(xy, 3)NQy D B(x9,79) C B(x,, 2).
Par récurrence et par densité, on construit des boules emboitées dont l'intersection est
(par le lemme précédent) un singleton. Icelui est inclus dans wN ((),~( €2,) qui en devient
non vide.

Corollaire 0.1 Aucun espace de Banach de dimension infinie ne peut avoir de base dé-
nombrable.



Démonstration. Supposons que (e, ), soit une base dénombrable. L’espace E,, = Vect{(e;)i<n }
est un fermé (clair) et d’intérieur vide car sinon on a une contradiction avec le théoréme
de Baire.

Corollaire 0.2 [l n'existe pas de norme sur R[X] qui le rende complet.

Théoréme de Stone-Weierstrass

Cas réel Soit X un compact et H C C°(X,R) muni de la norme || - ||. Le théoréme

de Stone-Weierstrals donne des conditions suffisantes sur H pour qu’il soit dense dans
CY(X,R).

Définition 0.4 Soit H une sous-algebre de C°(X,R). H est dite séparante ssi pour tout
r# 2" € X, il existe u € H tel que u(zx) # u(z’).

Théoréme 0.6 Soit H C C°(X,R). Si H est une sous-algébre séparante qui contient les
constantes, alors H est dense.

Corollaire 0.3 Pour X = [0, 1], les fonctions polynomiales forment un sous-espace dense
dans C°([0,1], R).

Remarque.
— (a marche aussi pour les fonctions polynémiales en n variables.
— On en déduit que les fonctions C* sont denses dans C°( X, R).

— L’ensemble des fonctions combinaisons linéaires de fonction de la forme (z,y) —
f(z)g(y) avec f,g continues.

Définition 0.5 Un espace vectoriel est dit réticulé ssi pour tout u,v € H, sup(u,v) € H
et inf(u,v) € H.

Théoréme 0.7 Soit H C C°(X,R) réticulé, séparant et contenant les constantes. H est
dense.

Remarque. Ca montre que les fonctions lipschitziennes sont denses. En effet, la seule
difficulté consiste & montrer que leur ensemble est réticulé. On peut remarquer que
sup(u,v) = %‘“7”‘ Comme on a affaire & un espace vectoriel, il suffit de montrer

que |u| est lipschitzienne, ce qui est vrai car ||u|(z) — |ul(y)| < |u(z) —u(y)| < K|z —y|.

Théoréme 0.8 Le théoreme 4.6 est une conséquence du théoréeme 4.7.

Démonstration. Soit H une sous-algébre séparante contenant les constantes. On va
montrer que H vérifie les hypothéses de théoréme 4.7. H est une sous-algébre séparante
qui contient les constantes, il reste donc & montrer qu’elle est réticulée. Comme on a vu
précédemment, il suffit de montrer que pour tout u € H, |u| € H.

Théoréme 0.9 (Dini) Si(f,), est une suite croissante de fonctions continues qui converge
simplement vers f continue, alors on a une convergence uniforme de (f,), vers f.



Démonstration. Soit ¢ > 0et F, = {z € X,|f(x) — fu(x)| > €}. Les F,, forment une
suite de fermés décroissants d’intersection vide car f, converge simplement. Comme X est
compact, il existe N > 0 tel que pour tout n > N, F,, = (). D’ou la convergence uniforme.

Lemme 0.2 La suite de polynomes définie par :

X2 — p?
POIO 6tpn+1zpn+Tn

converge uniformément sur [—1,1] vers la fonction x — |x|.

Démonstration. On montre par récurrence que ce sont des polynomes et que 0 <
P,(r) <r|. On a de plus une convergence simple. Par Dini, on a le résultat.

Soit (P,), la suite de polynomes du lemme et u € H. En considérant m, on peut
supposer |[ulls < 1, 0n a |u| € H. Donc H vérifie les hypothéses du théoréme 4.7 donc H
est dense donc H l'est.

Définition 0.6 On dit que H est fortement séparant ssi pour tout x # 2’ € X et
a,f € R, il existe u € H tel que u(x) = o et u(z') = .

Lemme 0.3 Si Card(X) > 1 et si H C C°(X,R) réticulé et fortement séparant, alors H
est dense.

Démonstration. Soit f € C°(X,R), e > 0 et x fixé. Pour tout 2’ € H, il existe u, € H
tel que UI/(ZE) = f(ZL’) et UI/(ZE/) 5] f(I/) On pose Oa:’ g {y € X, ua:’<y) > f(y) - 5}'
C’est un ouvert qui contient z et /. On a X = Ux/# O, mais X est compact donc
X =i, Oy Posons v, = sup{uy, ..., Uy} € H car H est réticulé. On a v,(v) = f(z)
et v,(z") > f(2') — e pour tout 2’ € X.

On pose O, = {2’ € X,v,(2') < f(2') + ¢}. C’est un ouvert qui contient = et on a
X = U,ex Or donc par compacité, X = (Jj_, Oy,;. Posons v = inf{v,,..., v} On a
alors ||v — flle < € avec v € H. Donc H est dense dans C°(X,R).

Cas complexe

Théoréme 0.10 Soit H C C°(X,C). Si H est une sous-algebre séparante stable par
conjuguaison el qui contient les constantes, alors H est dense.

Corollaire 0.4 (Stone-Weierstrass trigonométrique) Les polyndmes trigonométriques
(en ) sont denses dans les fonctions continues périodiques.

Critéres de complétude
Convergence absolue

Définition 0.7 On dit que la série de terme général (uy,), est absolument convergente
888 My, 00 Y 1 lluk|| eziste.

Proposition 0.7 Soit E un espace vectoriel normé. E est complet ssi toute série abso-
lument convergente converge.



Démonstration.

= Soit (u,), absolument convergente. On va montrer qu’elle est convergente via la
cauchytude des sommes partielles : si p < ¢,

q p
Dt =D U
n=0 n=0

< Soit (u,), une suite de Cauchy. On peut en extraire une sous-suite qui converge

q

>

n=p+1

q
= < Y ) — 0.

n=p+1

rapidement
1
lpns) = wpmll < 55
(C’est, possible car u est de Cauchy : il suffit de mettre 2% dans la définition de la

cauchytude de ). Donc la série de terme général (Up(ni1) — Up(n))n €st absolument
convergente. Donc les sommes partielles convergent. Or icelles valent wu,n) — Uy (o)
donc u admet une valeur d’adhérence donc elle y converge. Donc E est complet.

Exemple.
— L' est complet.
— Définition de exp, sin, cos, (I, + )~ dans M, (K) :
(o] Mn
M — R
“ - Z n!
n=0

qui converge absolument (si on prend une norme d’algébre, mais ce choix nous chaut
peu puisqu’on est en dimension finie et que les normes sont donc équivalentes).

Proposition 0.8 Soient E et F' des espaces de Banach. L’ensemble des applications li-
néaires inversibles a réciproque continue est un ouvert de L.(E, F).

Produits d’espaces complets

Théoréme 0.11 Un produit dénombrable d’espaces métriques est complet pour la dis-

tance :
= min{1, d,(X,,Y,
dX,Y)=> { 27{ i3

n=1

Démonstration. On sait que la topologie associée est la topologie produit. Soit (X?),
de Cauchy. On a d(X?, X?) — 0 pour p,q — +oo donc d,(X?, X?) — 0 donc (X?), est
de Cauchy donc converge vers X,,. On a donc la convergence de (X?), vers X = (X,,),
pour la topologie produit, donc pour la distance ci-dessus.

Remarque. Le résultat subsiste pour des distances pour lesquelles les projections sont
uniformément continues.
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