Chapitre 7 : Espaces de Hilbert

Les espaces hilbertiens généralisent de fagon algébrique et topologique a la dimension
infinie la notion d’espace euclidien (ou hermitien dans le cas complexe). Il s’agit donc
d’espaces de Banach dont la norme est associée a un produit scalaire. On peut ainsi utiliser
(avec quelques précautions) Uintuition géométrique de 1'espace euclidien pour travailler
sur ces espaces.

Dans tout ce chapitre, nous prendrons comme corps de base K =R ou C.

Généralités
Nous allons définir en premier lieu ’extension purement algébrique de la notion d’es-

pace euclidien ou hermitien a la dimension infinie, puis nous donnerons la bonne généra-
lisation qui inclut une hypothése topologique.

Espaces préhilbertiens

Définition 0.1 Sur un R- (resp. C-) espace vectoriel H, on appelle produit scalaire
toute forme i) bilinéaire (resp. sesquilinéaire) ii) symétrique (resp. hermitienne) iii) définie
iv) positive. On le note usuellement (-, ) et les hypotheses ci-dessus s’écrivent précisément :
i) Pour tout x,x1,x9,y,y1,y2 € H et tout scalaire A € K
linéarité a droite (z, \y1 + y2) = Mz, y1) + (z, y2).

(anti)linéarité & gauche (\xy + z9,y) = M1, y) + (T2,7).
i) Vr,y € H, (y, x) = (,y).
iii) Ve € H, ((z,z) = 0) < (2 =.0).

i) VYx € H,(x,x) > 0.

Remarque. Les conditions i)...iv) ont été écrites ci-dessus pour le cas K = C avec
antilinéarité par rapport a gauche. Certains auteurs mettent 'antilinéarité a droite. C’est
simplement une question de convention. Dans le cas K = R, on a A = ) de telle sorte
que la sesquilinéarité se raméne a la bilinéarité et de méme le caractére hermitien ii) se
raméne a la symétrie.

Définition 0.2 On appelle espace préhilbertien un K-espace vectoriel H muni d’un
produit scalaire (-, ).

Proposition 0.1 (Cauchy-Schwarz) Dans un espace préhilbertien H, on a

Vr,y € H, |(z )] < [[zllllyll,

1/2 1/2.

en posant ||z|| = (z,z)'? et ||y]| = (v,y)

Démonstration. Soit z,y € H. Pour A € K, on a

0<(z+ My, z+\y) = (z,2) + 2Re(A(z, ) + |\ (v, v).

On prend A = t(x,y) et cela donne

Clz,9) Py, y) + 2|z, y) [t + (z,2) >0, ViR,



Le discriminant du polynome en ¢ doit donc étre négatif ou nul, ce qui donne |(z,y)|* —
(z,2)(y,vy)|(x,y)|* < 0 ou encore

(2, 9)* < (z,2)(y, ).

Corollaire 0.1 Sur un espace préhilbertien (H, (-,-)), la quantité ||z| = (z,2)Y? définit
une norme, pour laquelle le produit scalaire est continu : |(x,y)| < ||z||||y]-

Démonstration. Pour A€ Ket z,y € H on a

- [[Az] = (A, Ax)'? = [X[(z,2)!/2 = [Al]|z]].

- (lzll = 0) & ((z,2) = 0) & (z =0).

-lx+yll? = (x+y,z+y) = (z,2) + (y,y) + 2Re(x,y). En utilisant Cauchy-Schwarz,
Re(z,y) < [(z,y)| < [lz[[[ly]l, on obtient [lz+y|[* < [|z[|*+ lyl|* +2[|lz /[yl = (= [l+lyI)>.

Ainsi || - || est bien une norme sur H. La continuité du produit scalaire est encore une
conséquence de l'inégalité de Cauchy-Schwarz.

Proposition 0.2 (Identité du parallélogramme) Dans un espace de Hilbert (H, (-,-)),
on a
Vo,y € Hy o o +yl? + o — yll* = 2(2)1* + [lyl1*)-

Remarque. Interprétation géométrique de l'identité ci-dessus pour le parallélogramme
de sommets (0,z,z + y,y) : la somme des carrés des diagonales est égale a la somme
des carrés des cotés. Une autre version appelée identité de la médiane dit que la somme
des carrés des médianes des deux triangles (0, z,y) et (0,z,2 + y) est égale a la médiane
(moyenne) des carrés
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Définition 0.3 On dit qu’une famille de vecteurs (x;);c; de H est orthogonale (resp.
orthonormée) si

Vi,j € 1,i# j, (v5,2;) =0
resp. Vi j €1, (zi,1;) = ;.

Proposition 0.3 Si (z1,...,xN) est une famille finie orthogonale on a

loy + -+ an]|* = flaal® + -+ an]®

Démonstration. On développe le carré scalaire

N
21+l =Y llzl® + 2Re ( > (fvz,xj)) = [laal® + - + ax]*.
i=1

1<i<j<N



Espaces hilbertiens, Théoréme de la projection

Définition 0.4 Un espace de Hilbert (ou hilbertien) est un espace préhilbertien com-
plet.

Proposition 0.4 Un sous-espace vectoriel F' d’un espace de Hilbert (H,(-,-)), muni du
produit scalaire restreint a F, est un espace de Hilbert si et seulement si il est fermé dans

H.

Ainsi les sous-espaces de Hilbert sont les sous-espaces vectoriels fermés.

Remarque. En dimension finie, tout espace préhilbertien est un espace de Hilbert et
tout sous-espace vectoriel est fermé. Cela n’est plus vrai en dimension infinie.

Le théoréme qui suit bien que trés intuitif en dimension finie repose essentiellement
sur la propriété de complétude. C’est le résultat fondamental associé a la structure hil-
bertienne. A partir de 14 on démontre tout le reste.

Théoréme 0.1 (de la projection) Si C' est un conveze fermé d’un espace de Hilbert
H, on a les résultals suivants :
a) Pour tout x € H, il existe un unique xc € C' tel que

— = inf ||z — y||.
lz = zc|| = inf flz — y]|

On appelle x¢ progection de x sur C el on note vc = Po(z).
b) Le point xc = Po(x) est caractérisé par

Vy € C,Re(z —xzc,y —xc) <0

c) Si C' est un sous-espace vectoriel fermé de H, la caractérisation s’écrit
Vye C,(r —xc,y) =0 (x — z¢ orthogonal a C).
d) La projection Po est une contraction H — C

Vr,y € H, |[Pe(y) = Po(@)|] < [lz = yl|

Démonstration. a) Unicité : Si 2, # 22 sont des minima pour la fonction ||z —-|| € R

, R . zl, 422 . N
nie sur r's comm nvexe le milieu =¢-—< rtien n
définie sur C', alors comme C' est convexe le milieu <5~ appartient a C' et on a

2
<0.
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Hmé—xéuz=2<Hx—xlcu2+ux_x2c”2)_4Hx !

On a nécessairement 22, = x;.
Existence : Soit x € H, la fonction C' D y — ||z — y|| € R est minorée par 0 donc
admet une borne inférieure § > 0. Soit (¥, )nen une suite de C' minimisante, i.e. telle que

I — | = inf |z — y|| = 4.
Jim Jlz =yl = Inf [lz —yll =



Pour m,n € N, I'identité du parallélogramme 7.1.6 donne

1y = yall* = (@ = ym) = (@ = ya) I
2

Yn + Ym
=2 (ll = gl + Il = ym|*) =4 |l = =
n T YUm
<2 ([lz = yal® + [l = ym[?) — 467 car In T Ym o o

2

Donc pour € > 0, on peut trouver N € N tel que ||y, — yn|| < & pour m,n > N.. La suite
(Yn)nen est de Cauchy et, comme C' est un fermé de H qui est complet, elle admet une
limite dans C'. On note z¢ = lim,,_,o ¥, €t on a

e €C et |x—xc| = lim ||z —y,| = inf [z —y].
n— 00 yeC
b) Pour y € C, on considére la fonction [0,1] 5 t — vy, € C donnée par y, = (1 —
t)xo + ty. La quantité ||z — y|* est un polynome en t,
lz — ul|? = ||z — z¢||* + 2t Re(z — 20, 20 — y) + 2|z — y||*. (7.1.1)
= Si ¢ minimise {||z — y||,y € C}, alors on doit avoir
vte[0.1], o —wul* > llo - 2cl?

dl|lz—ye[?

o , doit étre positive ou nulle. Cela se traduit

t=0

et en particulier la dérivée en t = 0,
par
Re(z' = zc,y —z¢) < 0.
< Si l'inégalité ci-dessus est vérifiée alors I'expression (7.1.1) de ||z — y||? = ||z — v1||?
donne
lz = zel* < [lz = ylf*.

¢) Si C' est un sous-espace vectoriel alors z¢ £y et o £ iy (cas K = C) appartiennent
a C quand y € C. Le critére du b) donne alors
Vy € C, £ Re(x — zc,y) <0 et =+ Re(xr —z¢c,iy) <O0.

Cela s’écrit tout simplement : (v — x¢,y) =0, Yy € C.
d) Pour z,y € H on note x¢c = Po(x), yo = Pe(y), Az =x —xc et Ay =y —yc. En
écrivant x = r¢c + Ax et y = yo + Ay on obtient

ly — 2| = llyc — zc|® + | Ay — Az||* + 2Re(yc — ¢, Ay — Ax).
Or le dernier terme vaut
2Re(yc — zo, Ay — Az) = 2Re(yc — z¢,y — yc) — 2Re(ye — zo, ¢ — ¢).

C’est une somme de deux nombres positifs ou nuls.

Pour terminer nous insistons encore sur le fait que la structure d’espace de Hilbert
comme celle d’espace de Banach, combine des structures algébriques et topologiques.
Par exemple, on a vu qu’un sous-espace de Hilbert est nécessairement fermé. Ainsi si on
considére une famille de vecteurs (z;);c;r d'un espace de Hilbert H, le sous-espace de Hilbert
engendré, i.e. le plus petit sous-espace de Hilbert contenant tous les x;, doit contenir
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Iespace vectoriel engendré et étre fermé. C’est en fait 'adhérence de I'espace vectoriel
engendré. On rappelle que Vect(x;,i € I) est 'ensemble des combinaisons linéaires finies

des vecteurs x;
Vect(z;,i € I) = { E 0T ﬁnie}
iel
tandis que le sous-espace de Hilbert engendré peut contenir des séries (sommes ou com-
binaisons linéaires infinies) convergentes. Cela nous améne a distinguer ces deux notions
par les notations.

Définition 0.5 Si (x;);e; est une famille de vecteurs d’un espace de Hilbert H, on note
Vect(x;,i € 1) lespace vectoriel engendré et Hilb(x;,i € I) le sous-espace de Hilbert
engendre.

Applications du Théoréme de la projection

Dorénavant, on travaille avec un espace de Hilbert H sur K dont le produit scalaire
est noté (-,-).

Sous-espace orthogonal

Définition 0.6 Si A est une partie de H, on appelle orthogonal de A et on note A+
[’ensemble

At ={z € HVac A (a,z) =0}

Proposition 0.5 Pour toute partie A de H, A+ est un sous-espace vectoriel fermé.

Démonstration. Pour a € A, on a a* = Ker[(a,-)]. Or la forme linéaire H > =z —
(a,z) € K est continue. Donc at est un sous-espace vectoriel fermé. On en déduit que
At = Ngcaa’ est un sous-espace vectoriel fermé de H.

Proposition 0.6 Pour deux parties A et B de H on a
1) (AC B) = (B+ C A*).
2) At = (A)t = (Vect A)*+ = (Hilb A)*.

Démonstration. 1) Pour A C B, on a tout simplement

BL:ﬂalCﬂaL:AL.

a€eB a€EA

2) Comme Hilb A = Vect A, il suffit de montrer les deux premiéres égalités.

_ AL c AT Cela vient du 1) et de A C A.

A c AL SizeA etac A, on peut écrire a = lim,ey a,, avec a, € A. On a alors
(a,7) = lim,,_,o0(an, x) = 0. Cela pour tout a € A et pour tout = € a.

- (Vect A)t € At : Cela vient du 1) et de A C (Vect A).

- At C (Vect A)F : Soit & € At et soit y = S, M\a; un élément de Vect A, on a
(y,2) = SN Ni(a;, ) = 0. Comme cela est vrai pour tout y € Vect A on en déduit
z € (Vect A)*.



Proposition 0.7 Si I’ est un sous-espace vectoriel fermé de H, on a les propriétés sui-

vantes :

a) H= FOF* et Pr est la projection sur F' parallélement a F*- (projection orthogonale
sur ).

b) Si F # {0} alors || Pr|| = 1.

c) (FH)* =F.

Démonstration. a) Le Théoréme de la projection (7.1.13) permet de définir la projec-
tion Pr sur le convexe fermé F. Pour tout x € H, Pr(x) est caractérisé par

Yy € F,(y,x — Pp(z)) =0,

c’est adire v— Pp(z) € F*. En écrivant x = Pp(z)+(z— Pp(x)) on vérifie que H = F+F*.
De plus siz € FNF+, alors on a (z,2) = 0 et donc z = 0. On a bien H = F @ F*. Enfin
I'unique décomposition ¥ = Pr(z) + (z — Pr(z)) € F ® F* nous assure que Pp(x) est
bien la projection sur F parallélement & F'*-.

b) Si F' # {0}, on prend x € F non nul et la norme de 'application linéaire Pp est
supérieure a % = 1. De plus comme on sait que Pp est une contraction (cf. Théoréme
de la projection (7.1.13) d)) sa norme doit étre inférieure ou égale a 1. On a donc || Pr|| = 1.

¢) La définition de I'orthogonal 7.2.1 donne tout de suite I C (F+)L. Pour I'inclusion

inverse on prend x € (F1)! et on écrit
lv — Pr(@)||* = (z — Pp(z), 2 — Pr(z)) = (v — Pr(x), z) — (z — Pp(z), Pp(z)) = 0.
On en déduit x = Pp(z) € F.

Corollaire 0.2 Pour une partie A de H, on a (A1)+ = Hilb A.

Démonstration. On a vu dans la Proposition 7.2.3, 'égalité A+ = (Hilb A)*. Comme
Hilb A est un sous-espace vectoriel fermé on a

(AH)* = ((Hilb A1)+ = Hilb A.

Corollaire 0.3 Un sous-espace vectoriel de H est dense si et seulement si son orthogonal
est {0}.

Démonstration. L’adhérence d’un sous-espace vectoriel V de H n’est autre que V =
Hilb V. Ainsi V est dense si et seulement si HilbV = H c’est & dire si et seulement si
V+ = (HilbV)* = {0}.

Théoréme de représentation de Riesz

Pour tout f € H, la forme linéaire H D x — (f,z) € K est continue. Le résultat
suivant donne la réciproque.

Théoréme 0.2 (de représentation de Riesz) Pour toute forme linéaire continue | sur
H, il existe un unique f € H tel que

Vee H, I(z)=(f ).
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Démonstration. Soit [ une forme linéaire continue sur H. On note F = Kerl. C’est
un sous-espace fermé puisque [ est continue.

Existence : On distingue 2 cas :

1) Si F- = {0} alorson a F = (F+)t = H, I =0 et on prend f = 0.

2) Si F+ £ {0} alors on prend u € F+ de norme 1. On a I(u) # 0 et pour z € H on a

x — %u € Kerl = F'. Le produit scalaire (u, x — %u) est donc nul, ce qui donne

Vo € H,l(z) = l(z)(u, u) = l(u)(u,z) = (f, )
en prenant f = I(u)u.
Unicité : Soit fi et fy deux vecteurs de H qui vérifient : Vo € H, (f1,z) = l(x) = (f2, x).
On obtient en prenant x = f; — fo,

(fi=foi—fo)=Ufi—fo)—Ufi—f)=0

d’out 'on tire f; = fs.

Remarque. Ce théoréme nous dit entre autre que le dual topologique H' d’un espace de
Hilbert H s’identifie & H. Attention : I'identification dépend du choix du produit scalaire.

Bases hilbertiennes

Définition 0.7 Dans un espace de Hilbert H, on appelle base hilbertienne un systéme
orthonormé (e;);er tel que Hilb(e;, i € I) = H.

Remarque. Attention : Une base hilbertienne n’est pas une base au sens algébrique.
Pour récupérer tout ’espace on ne se contente pas de faire des combinaisons linéaires
finies. On passe a la limite aussi.

Nous allons étudier I'existence d’une base hilbertienne uniquement dans le cas précis
ou H est séparable (cf. Définition 1.3.10) et nous commengons par un lemme portant sur
la séparabilité.

Lemme 0.1 Un espace de Hilbert H est séparable si et seulement si il existe une famille
dénombrable (x,,)nen telle que H = Hilb(z,,n € N).

Démonstration.
= Si H est séparable une suite (z,),en dense dans H vérifie H = Hilb(xz,,,n € N).

< Supposons Hilb(z,,n € N) = H c’est a dire Vect(x,,n € N) dense dans H. On
définit par récurrence la sous-suite (x,, )ren et les sous-espaces vectoriels Vi, =
Vect(Zny, Tnys - - -5 Tpy,) tels que dim Vi = k+1 et 2, € Vi \ Vi1 Pour tout k € N, le
sous-ensemble ", Qxz; est dénombrable (Qk est dénombrable) et dense dans V.
On prend alors D = Upen @?:‘“0 Qgx;. Il est dénombrable comme union dénombrable
d’ensembles dénombrables et il reste a vérifier qu’il est dense. Soit € H et soit
e > 0. Comme Vect(z,,n € N) = UgenVi est dense dans H il existe g. appartenant
a un certain Vj, telle que ||f — g.|| < e/2. Maintenant comme @)%, Qxx; est dense
dans Vi, on peut trouver h. € @;*, Qgx; tel que ||g. — k.|| < /2. On a trouvé
he € D tel que ||f — he| <e.



Exemple. a) L’espace de suites

P(N;K) = {z = (zx)ren, »_ zel” < +00}

keN

muni du produit scalaire (x,y) = >, . ZTryr est un espace de Hilbert séparable. (I en
est de méme de [?(Z;K).) En effet on considére la famille (e, ),y de 2(N;K) donnée par
enk = Onk. Alors 'espace vectoriel engendré Vect(e,,n € N) n’est autre que ’espace des
suites nulles en dehors d’un nombre fini d’indices (ici ce n’est rien d’autre que K[NJ). Il
est dense dans [?(N;K) et donc Hilb(e,,n € N) = [?(N; K) est sé¢parable. En fait, comme
le systéme (e, )nen est orthonormé, ¢’est méme une base hilbertienne de *(N; K).

b) Si  est un ouvert de R? l’espace LQ(Q dz) ("fonctions" L? a valeurs dans K)
muni du produit scalaire (f,g) fQ x) dz est séparable : L’ouvert () peut s’écrire
comme union d’une suite croissante de compacts Q = UpenK,, K, C Ky CQS1S
est un élément quelconque de L?*(€2,dx), la suite de terme 1g, (x)f(z) converge vers f
dans L*(Q, dz). Pour € > 0, on peut donc trouver n. tel que || f — 1x,_(z)f(x)| 2@ < §
De plus on sait (cf. Cours d’Intégration) que C°(K,.) est dense dans LQ(Kng,dx) et on
peut trouver une fonction ¢. € C°(K,,) telle que ||f — ¢c|l12(k,.) < 5. Le Théoreme de
Stone-Weierstrass (voir respectivement les Corollaires 6.1.2 pour le Cas réel et 6.1.4 pour
le cas complexe) nous dit qu’on peut approcher ¢. par des polynémes en norme de la
convergence uniforme. Or comme la mesure |K,,_| = [ Ko 1 dx est finie, 'estimation

Vi e COK,), [[6]% = / (@) dz < Ko lIl0]2

£

nous dit que I'on peut trouver un polynéme P € R[X1, ..., X,] (voire P € C[X1,..., X4, X1, ...

dans le cas complexe) tel que

€
lpe = Pllr2(x,.) < 3
On a alors || f — 1k,_(x)P(x)|| < € et ce pour tout € > 0.
Autrement dit, 'espace vectoriel engendré par ’ensemble dénombrable de fonctions
(K=R) {lg,(z)zi*---25% n,aq,...,aq € N}
(K:C) {1Kn('r)x(111 I xlﬁ1 aj—dﬁda n7a1a"'7ad7617"'7/8d€N}

est dense dans L*(Q, dx).

Théoréme 0.3 Pour un espace de Hilbert H séparable on a les résultats suivants :

1) H admet une base hilbertienne dénombrable.

2) Si (en)nen est une base hilbertienne de H alors on a

a) H={3,cxTnn, Donen |Tnl® < 00} et pour x € H la suite (x,)nen est unique et
donnée par x, = (e, x).

b) Pour x = Y y¥nen € H el y =3 yynen € H, le Théoreme de Pythagore se

généralise en
=] = el

et on a lidentité de Parseval



Remarque. La deuxiéme partie du théoréme nous dit qu’en fait 'application H D x —
(Tp)nen € I*(N;K) donnée par z,, = (e,,z) est un isomorphisme d’espaces de Hilbert.
Ainsi il n’y a qu’un seul espace de Hilbert séparable & isomorphisme prés.

Démonstration. 1) Si H est séparable, on a H = Hilb(z,,n € N) et on considére
comme dans la démonstration du Lemme 7.2.11 la suite de sous-espaces de dimension

finie Vi, = Vect(xg, z1,..., 2y, ). On utilise un procédé d’Orthogonalisation de Schmidt :

Pour k£ = 0, on prend ¢y = % le premier vecteur non nul normalisé & 1. Une fois
no

€o, - - - , € construits, on introduit le vecteur

k

€l = Tnyyy — E (€is Tny,y )€i
=1

qui est non nul puisque z,,,, n’appartient pas a
Vect(zg, ..., on,,,—1) = Vect(eg, ..., ex)

puis on le normalise & 1 en prenant

Ckt1
€k+1 = 7= .
€|
On obtient ainsi une suite (eg)reny qui vérifie (ex,er) = O et Hilb(ey, kb € N) =

Hilb(z,,n € N) = H.
2) Soit (e,)nen une base hilbertienne de H et soit x € H. On pose pour n € N,
z, = (en,x) et pour N € N, Sy = Zﬁ;o Tnen. On a alors

N 2 N N
|z — Syl|]* = ||z — anen = ||z|]* + Z |z.> — 2Re (x, anen>
n=0 n=0 n=0
N
= llz* = ) [l
n=0

On en déduit pour tout N € N la majoration Ziv:o |z,|? < ||z||* de telle sorte que
> nen 12Zn)? < |lz]|* < +o00. Maintenant pour N > M on utilise le Théoréme de Pythagore
fini (Proposition 7.1.9) pour calculer

N 2 N
1Sn = Sull* = 1| D amen| = D |zal*
n=M+1 n=M+1

Avec la convergence de la série ) |x,|?, on peut trouver pour tout ¢ > 0 N, tel que
ISy — Syl|| < e pour N, M > N.. Ainsi la suite (Sy)yen est de Cauchy dans H qui est
complet. Elle admet une limite que I'on note pour l'instant S = )\ ¥ne,. En utilisant
la continuité du produit scalaire on obtient pour tout m € N,

(em,z—8) = (em, ) — (em7 anen> =T, — Tm = 0.

neN

Donc z — S est orthogonal & H = Hilb(e,,,m € N). Il est donc nul, x = S =} Tpep.
Enfin comme limy_o Sy = z la premiére relation nous donne ||z = > _|z,|* et
I'identité de Parseval s’obtient facilement par passage a la limite.
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