
Espaces topologiques, espaces métriques

Espaces topologiques : généralités

Définition 0.1. Soit E 6= ∅. Un espace topologique est un couple (E, τ) où E est un ensemble et
τ ⊂ P(E) tel que :

— ∀(ωi)i∈I ∈ τ I ,
∪

i∈I ωi ∈ τ .
— τ est stable par intersection finie.
— ∅, E ∈ τ .

Les éléments de τ sont appelés ouverts. On appelle fermés les complémentaires des ouverts. τ est
la topologie sur E.

Définition 0.2. Soit E muni de τ1 et τ2. On dit que τ1 est plus grossière que τ2 ou que τ2 est plus
fine que τ1 ssi τ1 ⊂ τ2.

Notion de voisinage d’un point

Définition 0.3. Soit (E, τ) un espace topologique et x ∈ E. On appelle voisinage de x tout V ⊂ E
contenant un ouvert ω ∈ τ avec x ∈ ω. On note Vx l’ensemble des voisinages de x.

Proposition 0.1. — ∀V ∈ Vx, V ⊂ V ′ ⇒ V ′ ∈ Vx.
— ∀(Vi)i∈[1,p] ∈ Vp

x,
∩p

i=1 Vi ∈ Vx.

Théorème 0.1. Soit (E, τ) un espace topologique et ω ⊂ E. ω est ouvert ssi ω est un voisinage de
tous ses points.

Bases d’ouverts et de voisinages

Définition 0.4. B ⊂ τ est une base d’ouverts ssi tout ouvert est réunion d’ouverts de B.
Bx ⊂ Vx est une base de voisinages de x (ou système fondamental de voisinages de x) ssi

∀V ∈ Vx, ∃B ∈ Bx, x ∈ B ⊂ V .

Proposition 0.2. Soit ∅ 6= B ⊂ τ avec ∅ ∈ B. B est une base d’ouverts ssi ∀x ∈ E, Bx = {b ∈ B, x ∈ b}
est une base de voisinages de x.

Définition 0.5. (E, τ) est séparé (de Hausdorff) ssi

∀x 6= x′ ∈ E, ∃(ωx, ωx′) ∈ τ2 tel que x ∈ ωx, x′ ∈ ωx′ et ωx ∩ ωx′ = ∅.

Proposition 0.3. Dans un espace topologique séparé, tous les points sont fermés.

Espaces métriques

Distances et espaces métriques

Définition 0.6. On appelle distance sur E toute application de E2 → R+ vérifiant :
— d(x, y) = 0 ssi x = y

— d(x, y) = d(y, x)

— d(x, y) ≤ d(x, z) + d(y, z).

Définition 0.7. On appelle boule ouverte (resp. fermée) de centre x ∈ E et de rayon r ∈ R+ et on
note B̂d(x, r) (resp. B̄d(x, r)) l’ensemble {y ∈ E, d(x, y) < r} (resp. {y ∈ E, d(x, y) ≤ r}).

Définition 0.8. Soit (E, d) un espace métrique. On appelle topologie associée à d la topologie τd
définie sur E par :

τd = {ω ∈ P(E), ∀x ∈ ω, ∃r > 0, B̂d(x, r) ⊂ ω}.
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Proposition 0.4. Soit (E, d) un espace métrique. Les boules ouvertes sont des ouverts de E. Elles
forment une base d’ouverts de τd. Les boules fermées sont des fermés de E.

Corollaire 0.1. Tout ouvert de τd est réunion de boules ouvertes.

Corollaire 0.2. — {B̂d(x, r), r > 0} est une base de voisinages de x.
— {B̂d(x, 1/n), n ∈ N∗} est une base de voisinages dénombrable de x.

Définition 0.9. On dit que (E, τ) est métrisable ssi il existe une distance d sur E tel que τ = τd.

Comparaisons de structures métriques

Théorème 0.2. Soit E un espace métrique muni de deux distances d1 et d2. Supposons qu’il existe
c > 0 tel que d1 ≤ cd2. Alors τd1 ⊂ τd2.

Remarque 0.1. Dans le cas où d1 ≤ cd2 ≤ c′d1, on dit que les distances sont fortement équivalentes,
ce qui implique que τd1 = τd2. La réciproque est fausse.

Cas des espaces vectoriels normés

Définition 0.10. Soit E un R ou C espace vectoriel. On appelle norme sur E toute application de
E → R+ vérifiant :

— ‖x‖ = 0 ⇔ x = 0

— ‖λx‖ = |λ|‖x‖
— ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖.

Remarque 0.2. d(x, x′) = ‖x− x′‖ est alors une distance.

Proposition 0.5. Si E est un espace vectoriel normé muni de ‖ · ‖1 et ‖ · ‖2, τ1 ⊂ τ2 ssi ∃c > 0 tel
que ‖ · ‖1 ≤ c‖ · ‖2.

Autres exemples de topologies

Topologie induite

Définition 0.11. Soit (E, τ) un espace topologique et A ⊂ E. On appelle topologie induite sur A
par τ la topologie τA définie par τA = {ω ∩A,ω ∈ τ}.

Proposition 0.6. Si τ = τd, τA = τd|A.

Topologie engendrée par une famille de parties

Définition 0.12. On appelle topologie engendrée par A ⊂ P(E) la plus petite topologie contenant
A : τA =

∩
τ⊃A τ .

Proposition 0.7. Les intersections finies des éléments de A forment une base d’ouverts de τA.

Topologie produit

Définition 0.13. On appelle topologie produit sur E1 × E2 la topologie engendrée par les {ω1 ×
ω2, ω1 ∈ τ1, ω2 ∈ τ2}. Ces éléments forment une base d’ouverts.

Proposition 0.8. Soient (E1, d1) et (E2, d2) deux espaces métriques. La topologie produit de τd1 et
de τd2 est métrisable. Elle est associée aux distances suivantes :

— dp(x, y) =
p
√
(d1(x1, y1)p + d2(x2, y2)p) pour p ∈ N∗.

— d∞(x, y) = max(d1(x1, y1), d2(x2, y2)).

Définition 0.14. On appelle topologie produit sur
∏p

i=1Ei la topologie engendrée par les {
∏p

i=1 ωi, ∀i ∈ [1, p], ωi ∈ τi}.
Ces éléments forment une base d’ouverts.
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Définition 0.15. On appelle topologie produit sur
∏

i∈I Ei (avec Ei 6= ∅) la topologie engendrée
par les : {∏

i∈I
Ωi, ∃J finie ⊂ I vérifiant ∀i ∈ I \ J,Ωi = Ei et ∀i ∈ J,Ωi ∈ τi

}

Proposition 0.9. On suppose I non dénombrable et Card(Ei) ≥ 2. La topologie produit n’est pas
métrisable.

Proposition 0.10. Soit (En, dn)n une famille d’espaces métriques. La topologie produit sur
∏

n≥0En

est métrisable.

Topologie quotient

Définition 0.16. Si (E, τ) est un espace topologique, on appelle topologie quotient sur E/R la
topologie τR définie par :

τR = {O ∈ P(E/R), χ−1(O) ∈ τ}

où χ : E → E/R est la surjection canonique.

Remarque 0.3. — τR n’est pas forcément séparée même si τ l’est.
— Il n’y a pas de métrique naturelle associée à τR.

Intérieur, adhérence, frontière, limites

Définitions

Définition 0.17. Soit (E, τ) un espace topologique et A ⊂ E.
— a ∈ E est dit adhérent à A ssi ∀V ∈ Va, V ∩A 6= ∅.
— On note A l’ensemble des points adhérents à A. A est appelé adhérence (ou fermeture) de A.
— a ∈ E est dit intérieur à A ssi ∃ω ∈ τ avec a ∈ ω ⊂ A ssi A ∈ Va.

— On note
◦
A l’ensemble des points intérieurs à A.

◦
A est appelé intérieur de A.

Proposition 0.11.
◦
A est le plus grand ouvert contenu dans A.

Proposition 0.12. A est le plus petit fermé contenant A.

Définition 0.18. On définit la frontière ∂A de A par ∂A = A \
◦
A.

Proposition 0.13. ∂A est un fermé.

Définition 0.19. Soit (E, τ) un espace topologique et (xn)n ∈ EN. On dit que a est une valeur
d’adhérence de x ssi tout voisinage de a contient une infinité de termes de x.

Proposition 0.14. a est une valeur d’adhérence de x ssi

a ∈
∩
N∈N

{xN , xN+1, . . . }.

Définition 0.20. Soit (E, τ) un espace topologique et (xn)n ∈ EN. On dit que x converge vers a

quand n → +∞ et on écrit limn→∞ xn = a ou xn
+∞−−→ a ssi ∀V ∈ Va, ∃N ≥ 0, ∀n ≥ N, xn ∈ V .

Proposition 0.15. Si (E, τ) est séparé, une suite a au plus une limite.
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Cas des espaces métriques

Remarque 0.4. Soit (E, d) un espace métrique.

lim
n→+∞

xn = a ssi lim
n→+∞

d(xn, a) = 0.

Proposition 0.16. Soit (E, d) un espace métrique.
— A est fermé ssi A = A ssi ∀(xn)n ∈ AN qui converge vers a ∈ E, a ∈ A.
— a ∈ adh(x) ssi ∃φ ∈ NN strictement croissante telle que xφ(n) → a.

Continuité et homéomorphismes

Définitions

Définition 0.21. Soient (E, τ) et (E′, τ ′) deux espaces topologiques.
— f : (E, τ) → (E′, τ ′) est dite continue ssi ∀ω′ ∈ τ ′, f−1(ω′) ∈ τ .
— (formulation équivalente) f est continue ssi elle l’est en tout point : ∀x ∈ E, ∀V ′ ∈ Vf(x),

f−1(V ′) ∈ Vx.

Définition 0.22. On dit que f est ouverte (resp. fermée) ssi l’image de tout ouvert (resp. fermé)
est un ouvert (resp. fermé).

Définition 0.23. f : (E, τ) → (E′, τ ′) est un homéomorphisme ssi f est bijective, continue et f−1

est continue (i.e. continue bijective ouverte).

Cas des espaces métriques

Proposition 0.17. f : (E, d) → (E′, τ ′) est continue en x ∈ E ssi ∀(xn)n ∈ EN, xn
τd−→ x ⇒ f(xn)

τ ′−→
f(x).

Définition 0.24. f : (E, d) → (E′, d′) est dite :
— uniformément continue ssi ∀ε > 0, ∃η > 0, ∀(x, x′) ∈ E2, d(x, x′) ≤ η ⇒ d′(f(x), f(x′)) ≤ ε.
— lipschitzienne ssi ∃k > 0, ∀(x, x′) ∈ E2, d′(f(x), f(x′)) ≤ kd(x, x′).
— hölderienne ssi ∃k > 0, ∃α ∈]0, 1], ∀(x, x′) ∈ E2, d′(f(x), f(x′)) ≤ kd(x, x′)α.

Continuité et topologie induite

Proposition 0.18. Soit f : (E, τ) → (E′, τ ′) continue et A ⊂ E. f |A : (A, τ |A) → (E′, τ ′) et
f : (E, τ) → (f(E), τ ′|f(E)) sont continues.

Continuité et topologie produit

Proposition 0.19. Soit (Ei, τi)i une famille de topologies et E =
∏

i∈I Ei.

Xn
τI−→ X ssi ∀i ∈ I,X i

n
τi−→ Xi.

Proposition 0.20. La topologie de la convergence simple de (fn) ∈ (FE)N est une topologie produit.

Proposition 0.21. La projection πi0 : (E, τI) → (Ei0 , τi0) est continue.

Proposition 0.22. f : (X, τ) → (
∏

i∈I Ei, τI) est continue ssi pour tout i ∈ I, πi ◦ f l’est.

Théorème 0.3. Soient f et g deux fonctions de (E, τ) → (E′, τ ′) avec (E′, τ ′) séparé. Si f et g sont
continues, alors {x ∈ E, f(x) = g(x)} est fermé et le graphe Gf = {(x, y) ∈ E × E′, y = f(x)} aussi.

4

hƩps://keepmath.com



Continuité et topologie quotient

Proposition 0.23. Par définition de τR, χ : x 7→ x̄ est continue.

Définition 0.25. Soit f : E → E′. On définit Rf par xRfy ssi f(x) = f(y). f se factorise sur E/Rf

en f̃ définie par f = f̃ ◦ χ.

Proposition 0.24. f est continue ssi f̃ l’est.

Continuité et espaces vectoriels normés

Proposition 0.25. Soit f : (E, ‖ · ‖E) → (E′, ‖ · ‖E′) linéaire. Les assertions suivantes sont équiva-
lentes :

1. f est continue
2. f est continue en 0
3. f est bornée sur les bornés
4. f est lipschitzienne

Définition 0.26. On définit

‖f‖L(E,E′) = min{k, ∀x ∈ E, ‖f(x)‖E′ ≤ k‖x‖E}.

Proposition 0.26.
‖f‖L(E,E′) = sup

x∈E\{0}

‖f(x)‖E′

‖x‖E
= sup

∥x∥E=1
‖f(x)‖E′

= sup
∥x∥E≤1

‖f(x)‖E′ .
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