Espaces topologiques, espaces métriques

Espaces topologiques : généralités

Définition 0.1. Soit E # (. Un espace topologique est un couple (E,T) ot E est un ensemble et
T C P(E) tel que :

— V(Wi>iej c TI, Uie[wi eET.
— 7 est stable par intersection finie.
— 0, Fer.

Les éléments de T sont appelés ouverts. On appelle fermés les complémentaires des ouverts. T est
la topologie sur E.

Définition 0.2. Soit E muni de 71 et 5. On dit que T, est plus grossiére que Ty ou que To est plus
fine que 11 ssi T C To.

Notion de voisinage d’un point

Définition 0.3. Soit (E,T) un espace topologique et x € E. On appelle voisinage de x tout V C E
contenant un ouvert w € T avec x € w. On note V,, l’ensemble des voisinages de x.

Proposition 0.1. — VWV eV, VcV' =V eV,.
- V(Vz‘)z’e[l,p} €Vz, (=1 Vi € V.

Théoréme 0.1. Soit (E,7) un espace topologique et w C E. w est ouvert ssi w est un voisinage de
tous ses points.

Bases d’ouverts et de voisinages

Définition 0.4. B C 7 est une base d’ouverts ssi tout ouvert est réunion d’ouverts de B.
B, C V, est une base de voisinages de x (ou systéme fondamental de voisinages de x) ssi
YWeV,dBeB,,xe BCV.

Proposition 0.2. Soit ) # B C 7 avec ) € B. B est une base d’ouverts ssiVx € E, B, = {b € B,z € b}
est une base de voisinages de x.

Définition 0.5. (E, 1) est séparé (de Hausdorff) ssi
Ve#2' € B, Iwy,wy) € 72 tel que T € wy, ' € wy et wy Nwy = 0.

Proposition 0.3. Dans un espace topologique séparé, tous les points sont fermés.

Espaces métriques

Distances et espaces métriques

Définition 0.6. On appelle distance sur E toute application de E? — RT vérifiant :
— d(z,y) =0ssix =1y
— d(x,y) = d(y,x)
— d(z,y) < d(x,z) + d(y, 2).

Définition 0.7. On appelle boule ouverte (resp. fermée) de centre x € E et de rayon r € RY et on
note Bg(x,r) (resp. Bq(x,r)) Uensemble {y € E,d(z,y) <r} (resp. {y € E,d(x,y) <r}).

Définition 0.8. Soit (E,d) un espace métrique. On appelle topologie associée a d la topologie T4
définie sur E par :
7 ={w € P(E),Vz € w,3r > 0, By(x,r) C w}.



Proposition 0.4. Soit (E,d) un espace métrique. Les boules ouvertes sont des ouverts de E. Elles
forment une base d’ouverts de 14. Les boules fermées sont des fermés de E.

Corollaire 0.1. Tout ouvert de 74 est réunion de boules ouvertes.

Corollaire 0.2. — {Bd(a:,r),r > 0} est une base de voisinages de x.

— {B%x,1/n),n € N*} est une base de voisinages dénombrable de .

Définition 0.9. On dit que (E,T) est métrisable ssi il existe une distance d sur E tel que T = 74.

Comparaisons de structures métriques

Théoréme 0.2. Soit E un espace métrique muni de deux distances di et da. Supposons qu’il existe
¢ >0 tel que di < cdy. Alors 174, C Tq,.-

Remarque 0.1. Dans le cas ou dy < cdy < d'dy, on dit que les distances sont fortement équivalentes,
ce qui implique que 74, = T4,. La réciproque est fausse.

Cas des espaces vectoriels normés

Définition 0.10. Soit E un R ou C espace vectoriel. On appelle norme sur E toute application de
E — RT vérifiant :

— 2| =0sz=0
— Azl = [Alll]l
— llz+yll < [zl + [yl

Remarque 0.2. d(x,2') = ||z — 2'|| est alors une distance.
Proposition 0.5. Si E est un espace vectoriel normé muni de || - |1 et || - ||2, 71 C 72 ssi Je > 0 tel
que || - flv < ¢ - [l2-

Autres exemples de topologies
Topologie induite

Définition 0.11. Soit (E,T) un espace topologique et A C E. On appelle topologie induite sur A
par T la topologie T4 définie par T4 = {wN A,w € T}.

Proposition 0.6. SiT =14, TA =1y,

Topologie engendrée par une famille de parties

Définition 0.12. On appelle topologie engendrée par A C P(E) la plus petite topologie contenant

Proposition 0.7. Les intersections finies des éléments de A forment une base d’ouverts de T.4.

Topologie produit
Définition 0.13. On appelle topologie produit sur Ey X Es la topologie engendrée par les {wy %

wo,wi € T1,wy € To}. Ces éléments forment une base d’ouverts.
Proposition 0.8. Soient (E1,d1) et (Ea,d2) deuzr espaces métriques. La topologie produit de T4, et
de 14, est métrisable. Elle est associée aux distances suivantes :

— dp(z,y) = {/(di(21,y1)P + da(22,y2)P) pour p € N*.

— doo(,y) = max(di (21, Y1), d2(72, y2)).

Définition 0.14. On appelle topologie produit sur [[t_, E; la topologie engendrée par les {][t_; wi, Vi € [1,p], w;
Ces éléments forment une base d’ouverts.



Définition 0.15. On appelle topologie produit sur [[..; E; (avec E; # 0) la topologie engendrée

par les :

i€l
{HQi,ElJ finie C I vérifiantVie I\ J,Q; =E; etVie J,Q; € Ti}
el

Proposition 0.9. On suppose I non dénombrable et Card(E;) > 2. La topologie produit n’est pas
métrisable.

Proposition 0.10. Soit (E,,dy), une famille d’espaces métriques. La topologie produit sur [], <, En
est métrisable.
Topologie quotient

Définition 0.16. Si (E,T) est un espace topologique, on appelle topologie quotient sur E/R la
topologie T définie par :
™ ={0 € P(E/R),x"'(0) € 7}

ot x : E — E/R est la surjection canonique.
Remarque 0.3. — 7 n’est pas forcément séparée méme si T l’est.

— Il n’y a pas de métrique naturelle associée a TR .

Intérieur, adhérence, frontiere, limites

Définitions

Définition 0.17. Soit (E,T) un espace topologique et A C E.
— a € E est dit adhérent a A ssiVV € V,, VN A#.

— On note A l’ensemble des points adhérents a A. A est appelé adhérence (ou fermeture) de A.

— a € F est dit intérieur a A ssi Jw €T avecacw C A ssi AeV,.

[¢] [¢]
— On note A lU'ensemble des points intérieurs a A. A est appelé intérieur de A.

o
Proposition 0.11. A est le plus grand ouvert contenu dans A.

Proposition 0.12. A est le plus petit fermé contenant A.

Définition 0.18. On définit la frontiére OA de A par A = A\ A.
Proposition 0.13. JA est un fermé.

Définition 0.19. Soit (E,7) un espace topologique et (), € EN. On dit que a est une valeur
d’adhérence de x ssi tout voisinage de a contient une infinité de termes de x.

Proposition 0.14. a est une valeur d’adhérence de x ssi

a € m {zN,TN41,... }.

NeN

Définition 0.20. Soit (E,T) un espace topologique et (xy,), € EN. On dit que x converge vers a
quand n — +oo et on écrit lim,_,o T, = a ou Xy, 1 4 ssi YV €V,,dN >0,Yn> N,z, € V.

Proposition 0.15. Si (E,T) est séparé, une suite a au plus une limite.



Cas des espaces métriques

Remarque 0.4. Soit (E,d) un espace métrique.

lim z,=a ssi lim d(z,,a)=0.
n—r—+0o0 n—+0o00

Proposition 0.16. Soit (E,d) un espace métrique.
— A est fermé ssi A= A ssi¥(xn)n € AN qui converge vers a € E, a € A.

— a € adh(x) ssi 3o € NN strictement croissante telle que —a.

w(n)

Continuité et homéomorphismes

Définitions

Définition 0.21. Soient (E,7) et (E',7') deux espaces topologiques.
— f:(E,7) = (E',7) est dite continue ssi V' € 7', f~HW') € T.

— (formulatzon équivalente) f est continue ssi elle lest en tout point : Vo € E, YV’ € Vi)
YV’ e v,.

Définition 0.22. On dit que f est ouverte (resp. fermée) ssi l'image de tout ouvert (resp. fermé)
est un ouvert (resp. fermé).

Définition 0.23. f: (E,7) — (E',7') est un homéomorphisme ssi f est bijective, continue et f~1
est continue (i.e. continue bijective ouverte).

Cas des espaces métriques

/

Proposition 0.17. f : (E,d) — (E',7') est continue en x. € E ssi¥(xy)n € EN, 2, *% = f(z,) —
f ().
Définition 0.24. f: (E,d) — (E',d') est dite :
— uniformément continue ssi Ve > 0,3n > 0,V(z,2') € E?,d(z,2") <n=d(f(z), f(z')) <e.
— lipschitzienne ssi 3k > 0,Y(z,2') € E?,d'(f(z), f(2')) < kd(z,2').
— hélderienne ssi Ik > 0,3a €]0,1],V(x, ') € E2,d'(f(z), f(2") < kd(z,2")*.

Continuité et topologie induite

Proposition 0.18. Soit f : (E,7) — (E',7') continue et A C E. fla : (A, 7|a) = (E',7') et
[ (B, 7) = (f(E), T|sr)) sont continues.

Continuité et topologie produit

Proposition 0.19. Soit (E;, 7;); une famille de topologies et E = [],.; E;

T

Xn X ssi Viel X)X
Proposition 0.20. La topologie de la convergence simple de (f,) € (FF)N est une topologie produit.
Proposition 0.21. La projection m;, : (E,71) — (Eiy, Ti,) est continue.

Proposition 0.22. f: (X,7) = ([[,c; Ei, 1) est continue ssi pour tout i € I, ;o f ’est.

Théoréme 0.3. Soient [ et g deux fonctions de (E,7) — (E',7') avec (E',7") séparé. Si f et g sont
continues, alors {x € E, f(x) = g(x)} est fermé et le graphe Gy = {(z,y) € E x E',y = f(x)} aussi.



Continuité et topologie quotient

Proposition 0.23. Par définition de T, x : x — T est continue.

Définition 0.25. Soit f: E — E'. On définit Ry par xRy ssi f(x) = f(y). f se factorise sur E/Ry
en f définie par f = f o x.

Proposition 0.24. f est continue ssi f lest.

Continuité et espaces vectoriels normés

Proposition 0.25. Soit f: (E,|| - ||g) = (E',|| - ||g’) linéaire. Les assertions suivantes sont équiva-
lentes :

1. f est continue

2. f est continue en 0

3. f est bornée sur les bornés

4. f est lipschitzienne

Définition 0.26. On définit

1flleee.pny = min{k, Vo € B, |[f(2)]| e < K|lz]z}

Proposition 0.26.

T ’
HfHC(E,E/) = sup M
zemv(oy |2lE
= Sup Hf(x)HE/
lzllg=1
= csup lf(z) Lz
|zl <1
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