
Examens: Dualité - Déterminants

Examens avec solutions détaillées
Durée: 2 heures



Algèbre Linéaire et Bilinéaire Examens - Module 2

Examen 1
Exercice 1 (6 points)

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n et soit φ ∈ E∗ une forme linéaire
non nulle.

1. (1.5 pts) Montrer que ker(φ) est un hyperplan de E.

2. (1.5 pts) Soit ψ ∈ E∗. Montrer que ker(φ) ⊆ ker(ψ) si et seulement si ψ est
proportionnelle à φ.

3. (1.5 pts) Soit x ∈ E tel que φ(x) 6= 0. Montrer que E = ker(φ)⊕ Vect(x).

4. (1.5 pts) En déduire que tout hyperplan de E est le noyau d’une forme linéaire non
nulle.

Exercice 2 (7 points)

Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie n et (e1, . . . , en) une base de E. On
note (e∗1, . . . , e

∗
n) la base duale.

1. (2 pts) Montrer que pour tout x ∈ E, x =
∑n

i=1〈x, e∗i 〉ei.

2. (2 pts) Montrer que pour tout φ ∈ E∗, φ =
∑n

i=1〈ei, φ〉e∗i .

3. (1.5 pts) Soit u ∈ L(E) et A = (aij) sa matrice dans la base (e1, . . . , en). Montrer
que aij = 〈u(ej), e∗i 〉.

4. (1.5 pts) Montrer que la matrice de tu dans la base duale est tA.

Exercice 3 (7 points)

Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie n et F un sous-espace vectoriel de
E.

1. (2 pts) Définir F⊥ et montrer que dim(F ) + dim(F⊥) = dim(E).

2. (2 pts) Montrer que (F⊥)◦ = F .

3. (1.5 pts) Montrer que si G est un sous-espace vectoriel de E∗, alors (G◦)⊥ = G.

4. (1.5 pts) En déduire que l’application F 7→ F⊥ est une bijection entre les sous-
espaces vectoriels de E et ceux de E∗.
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Solutions de l’Examen 1
Solution de l’Exercice 1

1. φ est non nulle, donc Im(φ) 6= {0}. Comme Im(φ) est un sous-espace vectoriel de
K, on a Im(φ) = K. D’après le théorème du rang,

dim(E) = dim(ker(φ)) + dim(Im(φ)) = dim(ker(φ)) + 1

Donc dim(ker(φ)) = n− 1, donc ker(φ) est un hyperplan.

2. (⇐) Si ψ = λφ, alors ker(φ) ⊆ ker(ψ) car si φ(x) = 0, alors ψ(x) = 0.
(⇒) Supposons que ker(φ) ⊆ ker(ψ). Soit x0 ∈ E tel que φ(x0) 6= 0. Pour tout
x ∈ E, on a

x =

(
x− φ(x)

φ(x0)
x0

)
+

φ(x)

φ(x0)
x0

Le premier terme est dans ker(φ), donc dans ker(ψ). Ainsi

ψ(x) =
φ(x)

φ(x0)
ψ(x0)

Donc ψ = λφ avec λ = ψ(x0)
φ(x0)

.

3. Soit x ∈ E tel que φ(x) 6= 0. Si y ∈ ker(φ)∩Vect(x), alors y = λx et φ(y) = 0, donc
λφ(x) = 0. Comme φ(x) 6= 0, on a λ = 0, donc y = 0. Ainsi ker(φ)∩Vect(x) = {0}.
Soit z ∈ E. On a

z =

(
z − φ(z)

φ(x)
x

)
+
φ(z)

φ(x)
x

Le premier terme est dans ker(φ) et le second dans Vect(x). Donc E = ker(φ) +
Vect(x).

4. Soit H un hyperplan de E. Alors dim(H) = n−1. Soit x ∈ E tel que x /∈ H. Alors
E = H ⊕Vect(x). On définit φ : E → K par φ(h+ λx) = λ. Alors φ est une forme
linéaire non nulle et ker(φ) = H.

Solution de l’Exercice 2

1. Soit x =
∑n

i=1 xiei. Alors pour tout j ∈ {1, . . . , n},

〈x, e∗j〉 =
n∑
i=1

xi〈ei, e∗j〉 = xj

Donc x =
∑n

i=1〈x, e∗i 〉ei.

2. Soit φ ∈ E∗ et φ =
∑n

i=1 αie
∗
i . Alors pour tout j ∈ {1, . . . , n},

〈ej, φ〉 =
n∑
i=1

αi〈ej, e∗i 〉 = αj

Donc φ =
∑n

i=1〈ei, φ〉e∗i .
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3. On a u(ej) =
∑n

i=1 aijei. Donc

〈u(ej), e∗i 〉 =
n∑
k=1

akj〈ek, e∗i 〉 = aij

4. Soit B = (bij) la matrice de tu dans la base duale. Alors

bij = 〈tu(e∗j), e∗i 〉

où 〈·, ·〉 est le crochet de dualité entre E et E∗. Mais tu(e∗j) = e∗j ◦ u. Donc

bij = (e∗j ◦ u)(ei) = e∗j(u(ei)) = 〈u(ei), e∗j〉 = aji

Donc B = tA.

Solution de l’Exercice 3

1. F⊥ = {φ ∈ E∗ : ∀x ∈ F, φ(x) = 0}. On considère Φ : E∗ → F ∗, Φ(φ) = φ|F . Alors
ker(Φ) = F⊥ et Φ est surjective (théorème de prolongement). Donc

dim(E∗) = dim(F⊥) + dim(F ∗)

D’où dim(F ) + dim(F⊥) = dim(E).

2. On a F ⊆ (F⊥)◦ car si x ∈ F , alors pour tout φ ∈ F⊥, φ(x) = 0. Réciproquement,
soit x ∈ (F⊥)◦. Si x /∈ F , alors il existe φ ∈ F⊥ tel que φ(x) = 1, contradiction.
Donc x ∈ F .

3. On a G ⊆ (G◦)⊥ car si φ ∈ G, alors pour tout x ∈ G◦, φ(x) = 0. Réciproquement,
soit φ ∈ (G◦)⊥. Si φ /∈ G, alors il existe x ∈ G◦ tel que φ(x) = 1, contradiction.
Donc φ ∈ G.

4. L’application F 7→ F⊥ est injective car si F⊥
1 = F⊥

2 , alors F1 = (F⊥
1 )◦ = (F⊥

2 )◦ =
F2. Elle est surjective car si G est un sous-espace de E∗, alors G = (G◦)⊥.
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Examen 2
Exercice 1 (6 points)

Soit E un K-espace vectoriel de dimension n et soit f une forme n-linéaire alternée
sur E.

1. (1.5 pts) Montrer que si (e1, . . . , en) est une base de E, alors f est déterminée par
la valeur f(e1, . . . , en).

2. (1.5 pts) Montrer que si (x1, . . . , xn) est lié, alors f(x1, . . . , xn) = 0.

3. (1.5 pts) Montrer que An(E) est de dimension 1.

4. (1.5 pts) En déduire que si f est non nulle, alors (x1, . . . , xn) est une base de E si
et seulement si f(x1, . . . , xn) 6= 0.

Exercice 2 (7 points)

Soit A ∈Mn(K).

1. (2 pts) Donner la définition du déterminant de A.

2. (2 pts) Montrer que det(tA) = det(A).

3. (1.5 pts) Montrer que si A est inversible, alors det(A−1) = 1
det(A)

.

4. (1.5 pts) Montrer que rg(A) = n si et seulement si det(A) 6= 0.

Exercice 3 (7 points)

Soient A ∈Mn(K) et com(A) sa comatrice.

1. (2 pts) Donner la définition de la comatrice de A.

2. (2 pts) Montrer que A com(A)T = com(A)TA = det(A)In.

3. (1.5 pts) Montrer que si A est inversible, alors com(A) est inversible et com(A)−1 =
1

det(A)
A.

4. (1.5 pts) En déduire que det(com(A)) = det(A)n−1.
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Solutions de l’Examen 2
Solution de l’Exercice 1

1. Soit (x1, . . . , xn) ∈ En. On écrit xj =
∑n

i=1 aijei. Par n-linéarité,

f(x1, . . . , xn) =
∑
i1,...,in

ai1,1 · · · ain,nf(ei1 , . . . , ein)

Comme f est alternée, f(ei1 , . . . , ein) = 0 si deux indices sont égaux, et f(ei1 , . . . , ein) =
ε(σ)f(e1, . . . , en) si (i1, . . . , in) est une permutation σ de (1, . . . , n). Donc

f(x1, . . . , xn) = f(e1, . . . , en)
∑
σ∈Sn

ε(σ)aσ(1),1 · · · aσ(n),n

Donc f est déterminée par f(e1, . . . , en).

2. Si (x1, . . . , xn) est lié, alors un des vecteurs est combinaison linéaire des autres. Par
n-linéarité et alternance, f(x1, . . . , xn) = 0.

3. L’application ∆ : En → K définie par

∆(x1, . . . , xn) =
∑
σ∈Sn

ε(σ)aσ(1),1 · · · aσ(n),n

est une forme n-linéaire alternée non nulle avec ∆(e1, . . . , en) = 1. D’après la
question 1, toute forme n-linéaire alternée est un multiple de ∆. Donc An(E) est
de dimension 1.

4. Si (x1, . . . , xn) est une base, alors f(x1, . . . , xn) 6= 0 car f est non nulle. Récipro-
quement, si f(x1, . . . , xn) 6= 0, alors (x1, . . . , xn) ne peut pas être lié (sinon f serait
nulle). Comme il y a n vecteurs dans un espace de dimension n, ils forment une
base.

Solution de l’Exercice 2

1. Pour A = (aij), on définit

det(A) =
∑
σ∈Sn

ε(σ)aσ(1),1aσ(2),2 · · · aσ(n),n

2. On a
det(tA) =

∑
σ∈Sn

ε(σ)a1,σ(1)a2,σ(2) · · · an,σ(n)

En posant τ = σ−1, on obtient

det(tA) =
∑
τ∈Sn

ε(τ)aτ(1),1 · · · aτ(n),n = det(A)

3. De AA−1 = In, on tire det(A) det(A−1) = det(In) = 1. Donc det(A−1) = 1
det(A)

.
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4. A est inversible si et seulement si l’endomorphisme canoniquement associé est in-
versible, ce qui équivaut à det(A) 6= 0. Comme rg(A) = n si et seulement si A est
inversible, on a le résultat.

Solution de l’Exercice 3

1. com(A) = ((−1)i+j∆ij) où ∆ij est le déterminant de la matrice obtenue en suppri-
mant la i-ème ligne et la j-ème colonne.

2. Soit C = com(A)T . Le coefficient (i, j) de AC est

n∑
k=1

aikCkj =
n∑
k=1

aik(−1)k+j∆jk

Si i = j, c’est le développement de det(A) suivant la i-ème ligne. Si i 6= j, c’est le
développement du déterminant de la matrice obtenue en remplaçant la j-ème ligne
par la i-ème ligne, qui est nul. Donc AC = det(A)In.

3. Si A est inversible, det(A) 6= 0. D’après la question précédente,

com(A)T
(

1

det(A)
A

)
= In

Donc com(A) est inversible et com(A)−1 = 1
det(A)

A.

4. En prenant le déterminant de com(A)−1 = 1
det(A)

A, on obtient

1

det(com(A))
=

1

det(A)n
det(A) =

1

det(A)n−1

Donc det(com(A)) = det(A)n−1.
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Examen 3
Exercice 1 (6 points)

Soit E un K-espace vectoriel de dimension n et soit u ∈ L(E).

1. (2 pts) Montrer que Im(tu) = (ker(u))⊥.

2. (2 pts) Montrer que ker(tu) = (Im(u))⊥.

3. (2 pts) En déduire que rg(tu) = rg(u).

Exercice 2 (7 points)

Calculer les déterminants suivants :

A =

1 2 3
4 5 6
7 8 9

 , B =

1 1 1
1 2 4
1 3 9

 , C =

a b c
b c a
c a b



Exercice 3 (7 points)

Soit V (a1, . . . , an) le déterminant de Vandermonde.

1. (2 pts) Donner la définition de V (a1, . . . , an).

2. (2 pts) Montrer que V (a1, . . . , an) =
∏

1≤i<j≤n(aj − ai).

3. (1.5 pts) En déduire que V (a1, . . . , an) 6= 0 si et seulement si les ai sont deux à deux
distincts.

4. (1.5 pts) Application : résoudre dans R le système
x+ y + z = 0

x2 + y2 + z2 = 0

x3 + y3 + z3 = 0
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Solutions de l’Examen 3
Solution de l’Exercice 1

1. Soit φ ∈ Im(tu). Alors il existe ψ ∈ E∗ tel que φ = ψ ◦ u. Pour x ∈ ker(u),
φ(x) = ψ(u(x)) = 0. Donc φ ∈ (ker(u))⊥.
Réciproquement, soit φ ∈ (ker(u))⊥. On définit ψ sur Im(u) par ψ(u(x)) = φ(x).
Cette définition est cohérente car si u(x) = u(y), alors x− y ∈ ker(u), donc φ(x) =
φ(y). On prolonge ψ à E tout entier. Alors φ = ψ ◦ u = tu(ψ).

2. Soit φ ∈ ker(tu). Alors tu(φ) = 0, donc φ ◦ u = 0. Pour tout x ∈ E, φ(u(x)) = 0,
donc φ s’annule sur Im(u). Ainsi φ ∈ (Im(u))⊥.
Réciproquement, si φ ∈ (Im(u))⊥, alors pour tout x ∈ E, φ(u(x)) = 0, donc
φ ◦ u = 0. Ainsi tu(φ) = 0.

3. On a rg(tu) = dim(Im(tu)) = dim((ker(u))⊥) = dim(E)− dim(ker(u)) = rg(u).

Solution de l’Exercice 2

det(A) =

∣∣∣∣∣∣
1 2 3
4 5 6
7 8 9

∣∣∣∣∣∣
En effectuant L2 ← L2 − 4L1 et L3 ← L3 − 7L1, on obtient

det(A) =

∣∣∣∣∣∣
1 2 3
0 −3 −6
0 −6 −12

∣∣∣∣∣∣ = 0

car les deux dernières lignes sont proportionnelles.

det(B) =

∣∣∣∣∣∣
1 1 1
1 2 4
1 3 9

∣∣∣∣∣∣ = V (1, 2, 3) = (2− 1)(3− 1)(3− 2) = 2

det(C) =

∣∣∣∣∣∣
a b c
b c a
c a b

∣∣∣∣∣∣
En développant,

det(C) = a(cb− a2)− b(b2 − ac) + c(ab− c2) = 3abc− a3 − b3 − c3

Solution de l’Exercice 3

1. V (a1, . . . , an) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 a1 · · · an−1

1

1 a2 · · · an−1
2

... ... . . . ...
1 an · · · an−1

n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
2. Voir la démonstration par récurrence classique.
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3. V (a1, . . . , an) 6= 0 si et seulement si tous les facteurs (aj − ai) sont non nuls, c’est-
à-dire si les ai sont deux à deux distincts.

4. Le système


x+ y + z = 0

x2 + y2 + z2 = 0

x3 + y3 + z3 = 0

a pour déterminant de Vandermonde V (x, y, z) =

(y−x)(z−x)(z−y) 6= 0 si x, y, z sont distincts. La solution est donc x = y = z = 0.
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