Examens: Espaces Vectoriels - Applications Linéaires
et Matrices

Examens avec solutions détaillées
Durée: 2 heures



Algebre Linéaire et Bilinéaire Examens - Module 1

Examen 1
Exercice 1 (6 points)

Soit £ un R-espace vectoriel de dimension finie n et soit v € L(F) un projecteur,
c’est-a-dire u? = u.

1. (1.5 pts) Montrer que E = ker(u) & Im(u).

2. (1.5 pts) Montrer que ker(u) = Im(Idg —u) et Im(u) = ker(Idg —u).
3. (1.5 pts) En déduire que rg(u) = tr(u).

4. (1.5 pts) Montrer que u est diagonalisable.

Exercice 2 (7 points)
Soit E' un K-espace vectoriel de dimension n et soit f € L(E).

1. (2 pts) Montrer que ker(f) C ker(f?) C --- C ker(f*) C --- et que Im(f) D
Im(f2)2~--21m(fk)2~--.

2. (2 pts) Montrer qu’il existe p € N tel que ker(f?) = ker(fP™1).

3. (1.5 pts) Montrer que si ker(f?) = ker(fP™!), alors ker(f?) = ker(f?**) pour tout
k> 1.

4. (1.5 pts) Montrer que si ker(f?) = ker(fP*1), alors Im(f?) = Im(fP*!).

Exercice 3 (7 points)

Soit A € M,,(R) une matrice symétrique.

1. (2 pts) Montrer que toutes les valeurs propres de A sont réelles.

2. (2 pts) Montrer que A est diagonalisable dans R.

3. (1.5 pts) Montrer que si A% =0, alors A = 0.

4. (1.5 pts) Montrer que si A% = A, alors A est une matrice de projection orthogonale.

keepmath.com 2


https://keepmath.com

Algebre Linéaire et Bilinéaire Examens - Module 1

Solutions de I’Examen 1
Solution de I’Exercice 1

1. Soit z € ker(u) NIm(u). Alors il existe y € E tel que x = u(y) et u(x) = 0. Comme
u? = u, on a u(r) = u?(y) = u(y) = . Donc x = 0. Ainsi ker(u) N Im(u) = {0}.

Soit x € E. On a z = u(x) + (x — u(x)). On a u(z) € Im(u) et u(x — u(x)) =
u(r) —u?(z) = u(z) —u(z) = 0, donc x — u(z) € ker(u). Ainsi F = ker(u) + Im(u).

Par conséquent, £ = ker(u) @ Im(u).

2. Soit x € ker(u). Alors x = 2 — u(x) = (Idg —u)(z) € Im(Idg —u). Donc ker(u)
Im(Idg —u).
Réciproquement, soit € Im(Idg —u). Alors il existe y € E tel que z = y — u(y).
On a u(z) = u(y) — u?(y) = u(y) — u(y) = 0, donc x € ker(u). Ainsi Im(Idg —u) C
ker(u).
Donc ker(u) = Im(Idg —u).
De méme, soit « € Im(u). Alors il existe y € E tel que z = u(y). On a
(Idg —u)(z) = u(y) — v*(y) = u(y) — u(y) = 0, donc x € ker(Idg —u). Donc
Im(u) C ker(Idg —u).
Réciproquement, soit = € ker(Idg —u). Alors u(x) = =z, donc = € Im(u). Ainsi
ker(Idg —u) C Im(u).
Donc Im(u) = ker(Idg —u).

N

3. Soit (e, ...,e,) une base de Im(u) et (ept1,...,e,) une base de ker(u). Dans cette

base, la matrice de u est
(L, 0
2= (5 0)

Donc tr(u) = p = dim(Im(u)) = rg(u).

4. D’apres la question 1, E' = ker(u) @ Im(u). Donc il existe une base de F dans
laquelle la matrice de u est diagonale avec des 1 sur la diagonale pour les éléments
de Im(u) et des 0 pour les éléments de ker(u). Donc u est diagonalisable.

Solution de I’Exercice 2

1. Soit x € ker(f*). Alors f*(z) = 0, donc f**(z) = f(f*(x)) = f(0) = 0, donc
x € ker(fF1). Ainsi ker(f*) C ker(f*1).

Soit y € Im(f**1). Alors il existe z € E tel que y = f**(z) = f5(f(z)) € Im(f*).
Donc Im(f*+1) C Im(f*).

2. On a une suite croissante de sous-espaces vectoriels de E:
ker(f) C ker(f2) C -+~ C ker(f*) C ---

Comme FE est de dimension finie n, cette suite est stationnaire. Donc il existe p € N
tel que ker(f?) = ker(fP*).
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3. Soit £ > 1. On procede par récurrence sur k. Pour k£ = 1, c’est I'hypothese.
Supposons que ker(f?) = ker(fP™). Soit z € ker(fPT*1). Alors fPitl(z) = 0,
donc fP*(f(z)) = 0, donc f(z) € ker(fP™*) = ker(f?). Ainsi fP*(z) = fP(f(2)) =
0, donc = € ker(fP*1) = ker(f?). Donc ker(fPT5+1) C ker(fP), et comme ker(f?) C
ker(fPHE+1)on a 1'égalité.

4. D’apres le théoreme du rang, on a
dim(Tm( f7)) = n — dim(ker(f)) = n — dim(ker(f**1)) = dim(Im(f*1))
Comme Im(fP™) C Im(f?) et qu’ils ont méme dimension, on a Im(f?) = Im(fP1).
Solution de I’Exercice 3

1. Soit A € C une valeur propre de A et soit x € C™ un vecteur propre associé, avec
x # 0. Alors Az = \x.

On a7l Az =77 (\z) = A\’ .
D’autre part, comme A est réelle symétrique, AT = A et A=A, donc A* = A. On

a
7' Az = (AT2) T2 = (A7)T0 = \z'l2

Donc \z"z = Azlz, dott (A — N)7Tz = 0. Comme z # 0, on a 'z = [|z|> > 0,
donc A = A, c’est-a-dire A € R.

2. D’apres le théoreme spectral, toute matrice symétrique réelle est diagonalisable dans

R.
3. Soit z € R". On a
0= (A%, 1) = (A(Ax),7) = (Az, ATz) = (Az, Az) = || Ax|?

car A est symétrique donc AT = A. Ainsi ||Az||> = 0 pour tout z € R, donc
Az = 0 pour tout x € R", d’ou A = 0.

4. Si A2 = A, alors A est un projecteur. De plus, comme A est symétrique, on a
AT = A. Pour tout z € R", on a

[Az|* = (Az, Az) = (AT Az, z) = (A’z, z) = (Az, 2) < || Az]]|z]|

donc ||Az|| < ||z||. D’apres le cours, un projecteur symétrique est une projection
orthogonale.
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Examen 2

Exercice 1 (6 points)

Soient F un K-espace vectoriel de dimension finie n et v € L(F) tel que u?® = u.

1. (1.5 pts) Montrer que u est diagonalisable.

2. (1.5 pts) Quelles sont les valeurs propres possibles de u 7

3. (1.5 pts) Montrer que E = ker(u) @ ker(u — Idg) @ ker(u + Idg).

4. (1.5 pts) Si tr(u) = 2 et dim(E) = 4, déterminer les dimensions des sous-espaces

propres.

Exercice 2 (7 points)
Soit A € M,,(R) une matrice carrée.

1.5 pts) Montrer que A et AT ont les mémes valeurs propres.

2 pts) Montrer que si A est diagonalisable, alors AT est diagonalisable.

s

1.5 pts) Montrer que si A est antisymétrique, alors A est diagonalisable dans C et

(

(

3. (2 pts) Montrer que si A est symétrique, alors A est diagonalisable dans R.

(
ses valeurs propres sont imaginaires pures.

Exercice 3 (7 points)

Soit E un K-espace vectoriel de dimension n et soit u € L(FE).

1. (2 pts) Montrer que si u est inversible, alors rg(u) = n.

2. (2 pts) Montrer que rg(u?) < rg(u).

3. (1.5 pts) Montrer que si rg(u?) = rg(u), alors Im(u?) = Im(u) et ker(u?) = ker(u).
4. (1.5 pts) En déduire que E = ker(u) @ Im(u).
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Solutions de I’Examen 2
Solution de I’Exercice 1

1. On a u® —u = 0, donc le polyndéme P(X) = X3 — X = X(X —1)(X + 1) annule w.
Comme P a des racines simples (0,1, —1), u est diagonalisable.

2. Les valeurs propres possibles de u sont les racines de P, donc 0,1, —1.

3. D’apres le théoreme de décomposition des noyaux, comme X, X — 1, X + 1 sont
premiers entre eux deux a deux, on a

E = ker(u) & ker(u — Idg) & ker(u + Idg)

4. Soient p = dim(ker(u)), ¢ = dim(ker(u — Idg)) et r = dim(ker(u + Idg)). On a
p+qg+r=4dettr(u)=q¢q—r=2. Doncg=r+2. Onap+ (r+2)+r =4, donc
p + 2r = 2. Les solutions entieres sont r =0,p=2,g=2our=1,p=0,q = 3.

Donc deux cas possibles :

o dim(ker(u)) = 2, dim(ker(u — Idg)) = 2, dim(ker(u + Idg)) = 0.
o dim(ker(u)) =0, dim(ker(u — Idg)) = 3, dim(ker(u + Idg)) = 1.

Solution de I’Exercice 2

1. On a x 7 (X) = det(XI — AT) = det((XI — A)T) = det(XT — A) = x4(X). Donc
A et AT ont le méme polynome caractéristique, donc les mémes valeurs propres.

2. Si A est diagonalisable, alors il existe une matrice inversible P et une matrice
diagonale D telles que A = PDP~'. Alors AT = (P~Y)TDTPT = (PT)"1DPT.
Donc AT est diagonalisable.

3. D’apres le théoreme spectral, toute matrice symétrique réelle est diagonalisable dans
R.

4. Si A est antisymétrique, alors AT = —A. Donc A* = A" = —A. Mais comme A est

réelle, A = A, donc A* = —A. Ainsi A*A = —A? = AA*, donc A est normale. Par
le théoréme spectral pour les matrices normales, A est diagonalisable dans C.

Soit A une valeur propre de A et x # 0 un vecteur propre associé. Alors Az = Ax.
On a B
Mz||* = (Az, z) = (2, —ATz) = —(z, Ar) = —\||z[?

Donc A = —), ce qui équivaut & Re(\) = 0. Donc A est imaginaire pur.
Solution de I’Exercice 3

1. Siw est inversible, alors ker(u) = {0}. Donc rg(u) = dim(Im(u)) = n—dim(ker(u)) =
n.

2. On a Im(u?) = u(Im(u)) C Im(u). Donc dim(Im(u?)) < dim(Im(u)), c’est-a-dire
rg(u?) < rg(u).

keepmath.com 6


https://keepmath.com

Algebre Linéaire et Bilinéaire Examens - Module 1

3. Si rg(u?) = rg(u), alors dim(Im(u?)) = dim(Im(u)). Comme Im(u?) C Im(u), on a
Im(u?) = Im(u).
D’apres le théoréme du rang, dim(ker(u?)) = n —rg(u?) = n —rg(u) = dim(ker(u)).
Comme ker(u) C ker(u?), on a ker(u?) = ker(u).

4. Soit z € ker(u) N Im(u). Alors z € Im(u) = Im(u?), donc il existe y € E tel
que z = u*(y). On a u(z) = v?(y). Comme z € ker(u), on a u(z) = 0, donc
u*(y) = 0. Ainsi u(y) € ker(u?) = ker(u), donc u*(y) = 0, dout z = 0. Donc
ker(u) NIm(u) = {0}.

Soit x € E. On a x = u(x) + (x —u(z)) avec u(x) € Im(u) et  —u(x) € ker(u) car
uw(x —u(z)) = u(z) —u?(xr) = u(z) — u(zr) = 0. Donc E = ker(u) + Im(u).

Par conséquent, £ = ker(u) & Im(u).
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