Examens: Réduction des Endomorphismes -
Applications

Examens avec solutions détaillées
Durée: 2 heures



Algebre Linéaire et Bilinéaire Examens - Module 3

Examen 1
Exercice 1 (6 points)

Soit £ un K-espace vectoriel de dimension finie n et soit u € L(E).

1. (1.5 pts) Définir le polyndéme minimal M, de wu.

2. (1.5 pts) Montrer que si P € K[X] vérifie P(u) = 0, alors M,, divise P.

3. (1.5 pts) Montrer que M, et x, ont les mémes racines.

4. (1.5 pts) En déduire que u est diagonalisable si et seulement si M, est scindé a

racines simples.

Exercice 2 (7 points)

Soit A € M3(R) la matrice

1 00
A=10 2 1
0 0 2
1. (2 pts) Calculer le polynéme caractéristique de A.
2. (2 pts) Déterminer les sous-espaces propres de A.
3. (1.5 pts) A est-elle diagonalisable 7 Justifier.
4. (1.5 pts) Déterminer la forme de Jordan de A.

Exercice 3 (7 points)
Soit A € M,,(C) une matrice diagonalisable.
1. (2 pts) Montrer que exp(A) est diagonalisable.
2. (2 pts) Montrer que det(exp(A)) = ™),

3. (1.5 pts) Montrer que si exp(A) = I,, alors A est diagonalisable et ses valeurs
propres sont dans 2iwZ.

4. (1.5 pts) En déduire 'ensemble des matrices A € M,,(C) telles que exp(A) = I,,.
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Solutions de I’Examen 1

Solution de ’Exercice 1

. Le polynéme minimal M, de u est I'unique polynéme unitaire de plus petit degré
tel que M,(u) = 0. Il est caractérisé par : M,(u) = 0 et pour tout P € K[X],
P(u) =0 = M, divise P.

. Soit P € K[X] tel que P(u) = 0. On effectue la division euclidienne de P par M,
: P=QM, + R avec deg(R) < deg(M,). En évaluant en u, on obtient R(u) = 0.
Par minimalité de M,, on a R = 0. Donc M, divise P.

. Si A est une racine de M, alors M,(\) = 0, donc A est valeur propre de u. Récipro-
quement, si A est valeur propre de u, alors il existe x # 0 tel que u(xz) = Az. Pour
tout P € K[X]|, P(u)(xz) = P(A)z. En particulier, M,(u)(z) = M,(A)x = 0, donc
M,(\) = 0. Ainsi M, et y, ont les mémes racines.

. (=) Si u est diagonalisable, alors u est semblable & une matrice diagonale D =
diag(A1, ..., A,). Le polynéme Q(X) = [[;_;(X — ;) ot \; sont les valeurs propres
distinctes annule u. Donc M, divise (), donc M, est scindé a racines simples.

(<) Si M, est scindé a racines simples, M, (X) = [[/_,(X—2X;). D’apres le théoréme
de décomposition des noyaux,

E = ker(M,(u)) = éker(u — X\ 1dg)

i=1

Donc E est somme directe des sous-espaces propres de u, donc u est diagonalisable.

Solution de I’Exercice 2

, donc ker(A — I) = Vect(ey).

O = O
— = O

Pour A\ =2: A—-2] =

~ ~N © O O
OO'

—
o O O

0
1|, donc ker(A — 27) = Vect(ez).
0

o,

. A n’est pas diagonalisable car dim(ker(A —2I)) = 1 < 2, la multiplicité de la valeur

propre 2.

4. La forme de Jordan de A est

S N O
N = O

1
J=10
0

qui est la matrice elle-méme car elle est déja sous forme de Jordan.
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Solution de 1I’Exercice 3
1. Si A est diagonalisable, alors A = PDP~! avec D = diag(\y,...,\,). Alors
exp(A) = Pexp(D)P~! = Pdiag(e™, ..., eM)P7!
Donc exp(A) est diagonalisable.
2. On a det(exp(A)) = det(P exp(D)P~!) = det(exp(D)) = [[1L, &M = eX?i = A,

3. Si exp(A) = I, alors les valeurs propres de exp(A) sont toutes égales a 1. Donc

e = 1 pour tout 7, ce qui donne )\; € 2inrZ. Comme A est diagonalisable, A =

PDP~! avec D = diag(\y, ..., \n).
4. L’ensemble des matrices A € M,,(C) telles que exp(A) = 1, est
(PDP™': P € GL,(C), D = diag(2irky, . .., 2ink,), k: € Z}

C’est-a-dire les matrices diagonalisables dont les valeurs propres sont dans 2i7wZ.
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Examen 2
Exercice 1 (6 points)
Soit A € M,,(R) une matrice symétrique.

1. (2 pts) Montrer que A est diagonalisable dans R.
2. (2 pts) Montrer que les valeurs propres de A sont réelles.

3. (2 pts) Montrer que si A> = A, alors A est une matrice de projection orthogonale.

Exercice 2 (7 points)

Soit A € M3(R) la matrice

—_

. (2 pts) Déterminer le polynéme caractéristique de A.

(\)

. (2 pts) Déterminer les valeurs propres et les sous-espaces propres de A.

w

. (1.5 pts) Trouver une matrice orthogonale P et une matrice diagonale D telles que
A= PDPT.

4. (1.5 pts) Calculer exp(A).

Exercice 3 (7 points)

Résoudre le systeme différentiel suivant :

T =z + 229
xh = 2w, + 29
1. (2 pts) Ecrire le systéme sous forme matricielle.

2. (2 pts) Déterminer les valeurs propres et les vecteurs propres de la matrice du
systeme.

3. (1.5 pts) Donner la solution générale du systeme.

4. (1.5 pts) Déterminer la solution vérifiant x1(0) = 1 et z5(0) = 0.
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Solutions de I’Examen 2

Solution de ’Exercice 1

1. D’apres le théoreme spectral, toute matrice symétrique réelle est diagonalisable dans
une base orthonormale de R”.

2. Soit A € C une valeur propre de A et x # 0 un vecteur propre associé. Alors
Ar=Xx. On a

Nz||? = (Az, z) = (z, ATz) = (z, Az) = M|z|]®
Donc X\ = ), c’est-a-dire \ € R.

3. Si A2 = A, alors A est un projecteur. Comme A est symétrique, AT = A. Pour
tout z € R",

[Az|* = (Az, Az) = (A" Az, z) = (%2, z) = (Az, 2) < || Az]]|2]|
Donc ||Az|| < ||z||. Un projecteur symétrique est une projection orthogonale.

Solution de I’Exercice 2

X-2 1 0
aX)=] 1 X-2 1 |=X-2°-2X-2)=(X-2)((X-2)?-2)
0 1 X-2

Donc ya(X) = (X — 2)(X —2 - V2)(X — 2+ V2).

2. Les valeurs propres sont \; =2, Ay =2 + \/5, A3 =2 — 2.

0 -1 0 1
Pour Ay =2: A-2[=|—-1 0 —1], donc Ey = Vect 0
0 -1 0 -1
1
PourA2:2+\/§:E2+\/§:Vect —V/2
1
1
Pour \3 =2 — V2 E,_ 5 = Vect V2
1

3. On normalise les vecteurs propres :

Alors P = (vy, vy, v3) est orthogonale et A = PDP” avec D = diag(2,2 + /2,2 —
V2).
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4. exp(A) = Pexp(D)PT avec exp(D) = diag(e?, e>tV2, 2-V2).

Solution de I’Exercice 3

1. Le systeme s’écrit X'(t) = AX(t) ou A = <; ?)

2. Les valeurs propres de A sont A\ = 3 avec v; = G) et Ay = —1 avec vy = ( 1 )

1
X(t) = Cye G) + Chet <_11)

Ci+Cy=1
4. Avec X(0) = ((1)), on a {Cl - 02 0 donc Cy = Cy, = 1. La solution est
1— 0y =

3. La solution générale est
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Examen 3
Exercice 1 (6 points)
Soit A € M,,(C) une matrice.

1. (2 pts) Définir le polynome caractéristique de A.
2. (2 pts) Montrer que A et AT ont le méme polyndme caractéristique.

(
(2 pts) Montrer que A est inversible si et seulement si 0 n’est pas valeur propre de

A.

3

Exercice 2 (7 points)

Soit A € M3(R) la matrice

0o 1 O
A=10 0 1
-1 -1 -1
1. (2 pts) Calculer le polynéme caractéristique de A.
2. (2 pts) Déterminer les valeurs propres de A.
3. (1.5 pts) A est-elle diagonalisable dans R 7 Justifier.
4. (1.5 pts) A est-elle diagonalisable dans C 7 Justifier.

Exercice 3 (7 points)
Résoudre I'équation différentielle y” + 2y’ + 2y = 0.

. (2 pts) Ecrire Péquation caractéristique et déterminer ses racines.
. (2 pts) Donner la solution générale complexe.

3. (1.5 pts) Donner la solution générale réelle.
+

1.5 pts) Déterminer la solution vérifiant y(0) = 1 et 3/(0) = 0.
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Solutions de I’Examen 3

—_

Solution de ’Exercice 1

. Le polynéme caractéristique de A est x4(X) = det(X1 — A).
. Ona

xar(X) = det(XT — AT) = det((XI — A)T) = det(XT — A) = ya(X)

A est inversible si et seulement si det(A) # 0 si et seulement si y4(0) # 0 si et
seulement si 0 n’est pas valeur propre de A.

Solution de I’Exercice 2

X -1 0
xa(X)=10 X -1 |=X*)X+D)+X+1=(X+1)(X*+1)
1 1 X+1
. Les valeurs propres complexes sont A\ = —1, Ay =1, A3 = —1.

A n’est pas diagonalisable dans R car le polynoéme caractéristique X3+ X? + X +1
n’est pas scindé sur R (il a des racines complexes non réelles).

A est diagonalisable dans C car le polynéme caractéristique est scindé a racines
simples sur C (—1,4, —i sont distincts).

Solution de I’Exercice 3

. L’équation caractéristique est 72 + 2r + 2 = 0. Les racines sont » = —1 + 1.

La solution générale complexe est

y(t) _ Cle(—l-‘ri)t + 026(—1—i)t

La solution générale réelle est

y(t) = e "(Acost + Bsint)

Avec y(0) = 1, ona A = 1. y/(t) = e (—Acost — Bsint — Asint + Bcost) =
e '((B—A)cost — (A+ B)sint). Donc y/(0) =B —-A=B—-1=0,donc B=1.
La solution est

y(t) = e *(cost + sint)
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