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Exercice 1. (/ points)
1) Donner la définition d’une intégrale généralisée convergente.

2) Enoncer le théoréme de comparaison pour les intégrales généralisées.

Solution :

1) Définition : Soit f une fonction continue sur [a,b], (—o00 < a < b < +00). On dit que
I'intégrale de f sur [a,b[ est convergente si la fonction

T
F:x»—>/ f(t)dt, a<z<b,

admet une limite finie quand x tend vers b ; et on pose :

/f 1) dt = lim f()

Si cette limite n’existe pas, on dit que l'intégrale est divergente.

2) Théoréme de comparaison : Soient f et g deux fonctions localement intégrables de
[a,b] dans R. On suppose qu’il existe c € [a,b] tel que :

Vi e le,b], 0< f(t) <glt).

Alors :

b b
— Si / g(t) dt converge, alors / f(t) dt converge.
a a

b b
- Si / f(t)dt diverge, alors / g(t) dt diverge.

Exercice 2. (6 points) Etudier la convergence des intégrales suivantes :

1) /+oo dx

o @3+az+1

T Ing
2)/ 2l dx
3) /1 dx

o Va(l—z)

Solution :



+oo dx
1 —_—.
) /0 w3+ +1

1
En 0 : P2 — 1, donc pas de probleme.

1
Brat+1l 2?
Conclusion : L’intégrale converge.

too ]
2) / "
0

En +oo0: . a =3 > 1, donc converge.

2 +1

Inx !
En0: — ~Inz. In x dz converge (vaut —1).
4+ 1 0
En + Inx Inz /+°° lnxd
n : ~—. — nverge.
| Rl 5 dx converge

Conclusion : L’intégrale converge.

3) /1 da

0o Vz(l—=)

En 0 ! ! L 14

n LY Y —=. O = — onc converge.
Vo(l —z) x 2 &

1 1 U da
En1: ~ . di .
P E0-2) 12 /0 1 OEe

Conclusion : L’intégrale diverge.

Exercice 3. (10 points) Résoudre les équations différentielles suivantes :
1) ¥ +2y =sinz sur R.

2) ¥ — 4y + 4y = ** sur R.

3) Y +y=tanx sur}—ﬂ W[.

2792
Solution :

1) ¢ + 2y = sinz.
Equation homogene : 3/ + 2y =0 = y;, = Ce 27,

Solution particuliere : y, = Acosz + Bsinz.

y, = —Asinz + Bcos .
Y, +2yp = (2A+ B)cosx + (2B — A)sinx = sinz.
2A+B =0 1
+ == A=—, B:g.
2B—-A=1 5 5
D +2 i
n =— —sin x.
onc yp g cosz+ sinz
. o 9y 1 2 .,
Solution générale : |y = Ce —3cosw+gslnx.




2) oy — 4y + 4y = >,
Equation caractéristique : 72 —4r +4 =0 = (r —2)2 =0.
Racine double r = 2.
yn = (C1 + Coz)e?™.
Solution particuliere : y, = Az?e?.
Yy, = A(2x + 227)e*”.
yy = A(2+ 8z + 4a%)e*.
Yy — 4y, + 4y, = A2+ 8z + 4a? — 8x — 82 + 42%)e?* = 24e%*.

1
Donc 24 =1 :>A:§.
_1 2 2z
Yp = 5aTe.
. o 1 2\ 2z
Solution générale : y:(C’l—l—C’gx—kix )e* .
T m
3) vy’ =t }—7,7[.
)y +y anx sur 5’3

yp = Crcosz + Cosin.
Méthode de variation des constantes :
Yp = N(x) cosx + p(z)sinz.
Ncosz + p/sine =0
{—Xsinx + p/ cosx = tanx
De la premiere : N = —/ tan x.

En substituant dans la seconde : —p/ tan z(—sinx) + p/ cosx = tan x.

, . , sin? , 1
W (tanzsinz + cosz) = +cosz | =p = tanz.
cosx

Ccos T

Donc p/ =sinz = p = —cos.

, , . sinfz 1 —cos’x

N =—p tanx =sinxtanz = = =secx — CoS .

cos cos
A =In|secx + tanz| — sin .

yp = (In|secx +tan x| —sinx) cosx + (— cosx) sinx = cosz In | sec x +tan x| — 2 sinz cos x.

Solution générale :

’y = Cicosx + Cysinz + coszIn |secx + tan x| — 2sinxcosx‘.
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Exercice 4. (5 points)

1) Enoncer le critére de Cauchy pour les séries numériques.

1
2) En utilisant le critére de Cauchy, montrer que la série Z — diverge.
n

Solution :

1) Critére de Cauchy : Une série numérique E Uy est convergente si et seulement si

q
Ve >0, AN €N, Vp > N, Vq > p, Zuk <e.
k=p

1
2) Pour la série harmonique Z -
n

1
Prenons € = 5 Pour tout N € N, choisissons p = N et ¢ = 2N.

2N 2N
1 1 1 1
>N = (N4 D) — > =
k=N k=N

Donc le critere de Cauchy n’est pas satisfait pour € = 3

La série harmonique diverge.

Exercice 5. (7 points) Etudier la convergence des séries suivantes :

—1)"
DIy
2) Z;i;

3) 2311;(271)

1
4) ZW (a partir de n =2)

Solution :
(="
1 .
) Z n?+1
Etudions Z
1 1 - :
—5. Série de Riemann o = 2 > 1, donc converge.

—_—
n?+1 n
La série est absolument convergente, donc convergente.

1
n24+1"




n!
27.
Regle de d’Alembert :
Uny1  (n+D)1/270 41

= = — )
Un, nlj2n y

Donc la série diverge.

3) Z sir:l(;z) .

sin(n)

5| < —5. Série de Riemann a = 2 > 1 converge.
n n

Donc la série converge absolument.
1 . :
4) Z W (a partlr de n = 2)

Comparaison avec une intégrale :

[T T L
o x(nz)? Jpo w2 | uly, In2 .

Donc la série converge.

+00 o
Exercice 6. (8 points) Soit S(x) = Z

=.
n
n=1
1) Déterminer le rayon de convergence de la série.
2) Etudier la convergence aux bornes de l'intervalle de convergence.

3) Montrer que S est continue sur [—1,1].

4) Montrer que S est dérivable sur | — 1,1[ et calculer S'(x).

Solution :
xn
LS D Rl R (R
= | =z [ —— x|.
U, (n+1)2 zn n+1
Donc R =1.

2) Aux bornes :

1
Pour x =1 Z — converge (Riemann o =2 > 1).
n

_1)n
Pour z = —1: Z ( 2) converge absolument.
n

Donc l'intervalle de convergence est [—1, 1].



1

= 2"

3) Pour « € [~1,1], |fu(x)] = ;

"
n2

1 -
g — converge, donc la série converge normalement sur [—1,1].
n

Chaque f;, est continue, donc S est continue sur [—1,1].

4) Sur | —1,1]:
n$n71 xnfl
fim) =" =T
Pour z € [—a,a] avec 0 < a < 1:
anfl
()] < <a"
n

E a1 converge, donc la série des dérivées converge normalement sur [—a, a).

Donc S est dérivable sur | — 1,1] et :

+0  n—1
x
S'(z) =
n=1
“+o0o
1 " In(1 —
On peut aussi écrire : S'(x) = — S —u pour z # 0.
T x
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Exercice 7. (/ points)
1) Donner la définition d’une série de fonctions normalement convergente.

2) Enoncer le théoréme de dérivation terme a terme d’une série de fonctions.
Solution :

1) Définition : La série Z fn est dite normalement convergente sur A s’il existe une

série convergente Z v, < +00 A termes dans RT telle que :

Vn eN, sup|fn(z)| < vy
€A

2) Théoréme de dérivation terme & terme : Soient / un intervalle de R et Z fn une
série de fonctions contintiment dérivables f, : I — R.

On suppose :
1) Z f1 converge uniformément sur I vers ¢ : I — R.
2) 1 existe xo € I tel que la série Z fn(zo) soit convergente.

“+o00
Alors I'application ¢ — Z fn(t) est dérivable et on a :

n=0

+oo ! +oo
(Z fn(t)> =S ).
n=0 n=0

Exercice 8. (6 points) Calculer les primitives suivantes :

3
1)/3: +1d$

x?—1
dz
2 -
)/w2+2w+2
3) /sin3x0052wd:n

Solution :

2 +1
1) /mQ—ldx'

3
1 1 1
Division euclidienne : v =+ i =+ L
2 —1 2 -1 (x —1)(z+1)
r+1 A B

Décomposition : = .
MPOSIHON : T D) a—1 w41




r+1=Ax+1)+ Bz —1).

Pourz=1:2=24 = A=1.

Pourx=-1:0=-2B = B =0.
3 +1 1

mzflzaj—i_:cfl'

Donc

3 2
2+ 1 T

2)/ dx _/ dx
2 4+204+2 ) (x+1)2+1°

Posons u =z + 1, du = dx.

d
/ Y — arctanu+ C = arctan(z + 1) + C.
u?+1

3) / sin® x cos® x d.

Posons u = cosx, du = —sinx dx.

3 2

sin® z cos? x = sin z(1 — cos? ) cos?

r = sinz(ut —u?).

5 3 5

/sin?’a:coszxdx: —/(u4—u2)du: —%—F%#—C: _COZ i

Exercice 9. (10 points)
1) Résoudre l’équation différentielle : y" — 2y’ +y = e sur R.
2) Résoudre I’équation différentielle : y" +y = cosx sur R.

3) Résoudre l’équation différentielle de Bernoulli : y' +vy = zy® sur R.

Solution :

1) ' =2y +y=¢€".
Equation caractéristique : 72 —2r +1=0 = (r —1)2 = 0.
Racine double r = 1.
yn = (C1 + Cax)e”.
Solution particuliere : y, = Az?e®.
y, = A2z + 2?)e”.
Yy = A(2+ 4z + a?)e”.
Yp — 2y, +yp = A2 + 4z + 22 — 4x — 222 + 2%)e” = 2Ae".

1

Donc24=1 — Azi.
_1 2
yp—2xe.

1
Solution générale : |y = (C1 + Cox + 53:2)6”5 .

COS3 T

3

+C.



2) y" 4y = cosx.
Equation caractéristique : 2 4+1=0 = r = =+i.
yp = Crcosx 4+ Cosinz.
Solution particuliere : y, = Az cosx + Brsinx.
y, = (A+ Bx)cosx + (B — Ax)sinz.
Y, = (—Az +2B)cosz + (— Bz — 2A)sin .
Yy +yp =2Bcosz —2Asinz = cosx.

2B =1
— A=0, B:l.
—2A=0 2

z .
Yp = §smx.

x
Solution générale : |y = Ci cosx + Cysinx + 5 sinz |

3) v +y = 2y°. (Equation de Bernoulli avec n = 3)

18 _ -2,
Y= V2, = —%u*3/2u’.

Posons u =y

1
L’équation devient : —§u*3/2u’ +u2 = gy3/2,

32 ) — 2u = —2x.

Multiplions par —2u
Soit v’ — 2u = —2x.
Equation homogene : v/ —2u =0 = uy, = Ce??.
Solution particuliere : u, = Az + B.

u, —2up = A —2(Az + B) = —2Ax + (A - 2B) = —2u.

{_2A2_2 :>A:1,B:%.

1/2 .

Comme y = u~




