TD N°1 : Calcul Intégral

Exercice 0.1. Calculer les primitives suivantes :

1. /a:Z Inxdx
e 42z +5

3 / dx

) VA=
J / dz

RV

Solution :
1. / 2?Inz dr (Intégration par parties)
23

d
Posons u = Inz, dv = 2%dx. Alors du = —x, v = 3
x

3 3 1 3 1 3 3
/3721n$d$=$1n33—/x~dx:xlnx—/xQdm:xlnx—x+C.
3 3 x 3 3

3 9
/ dx / dx
2. | —i—= | ——
22 +22+45 (x+1)2+4

Posons u =z + 1, du = dx.

d 1 1 1
/ Y —arctan(u)+C:arctan(x+ >+C.

uw2+4 2 2 2 2

3/ dx
) Vice

Posons & = 2sint, dx = 2 costdt.

/ 2costdt 2costdt

\/4—4sin2t: 2cost

:/dtzt+0=arcsin<§)+0.

4 / dx
. 22?2 -1

Posons x = cosh t, dov = sinh t dt.

g~ tanht+ O = ———+C.

/ sinh t dt sinhtdt / dt 21
cosh? t\/cosh?t — 1 ) cosh®tsinht

Exercice 0.2. Calculer les intégrales définies suivantes :

1
1. / ze® dx
0



/2
2. / sin® z cos z dx
0

3. / sin® x dz
0

1 dx
4 /0 1+ 22)°

Solution :

1
1. / xe® dr (Intégration par parties)
0

Posons u = z, dv = e*dx. Alors du = dz, v = e”.
1 1
/ xe® dr = [xex](l)—/ emdx:e—[ex](l):e—(e—l) =1.
0 0

w/2
2. / sin® z cos z dx
0

Posons u = sinx, du = cosx dx.

/2 1 471
/ sin® z cos z dx = / u du = [u} = 1
0 0 41, 4

3. /ﬂsin2xdx:/ﬂ-1_cos(2$)dx: {f_Sin(2x):|ﬂ-:7r‘
0 0 0

2 2 4
/1 dx
o (1+22)?

— _ _dt 2 _
Posons z = tant, do = 57, 1 + 27 =

1
cos?t”

1 w/4 w/4 : /4
dx 9 1 1 sin 2¢ 1(m
/0 I /0 cos 2/0 (1+4-cos 2t) 2{4— 5 L 2(4+

Exercice 0.3. Décomposer en éléments simples et calculer :

/x3+x+1
———dx.
x?(x? 4+ 1)

Solution :

Décomposition en éléments simples :

1:3+93+1_A B Cx+D

22(z24+1) = 22 22+1
En réduisant au méme dénominateur :

? +r+1=Ax(2* + 1)+ B(x* + 1) + (Cz + D)2*.



= (A+C)a® + (B + D)a* + Az + B.

Par identification :

A+C =1,
B+D=0,
A=1,
B=1.

Donc A=1,B=1,C=0,D=—

x —i—a:—i-l dx -1 1
/a:2x2+1 / / /Mdﬂvzlnm—x—arctanx—i—(}’.

Exercice 0.4. En utilisant les sommes de Riemann, calculer :

n

. 1 1
ngl—{-loongl_Fk.

Solution :

Soit f(z) =

1
sur [0, 1].
x

1 n

1+
. 1 1 f
n—-+00 n 1 _|_ : n—>+oo n

lim —

L da 1
= [In(1 + =1In2.
/0 Tt o [In( z)]p =In

Donc la limite est .

TD N°2 : Intégrales Généralisées

Exercice 0.5. Ftudier la convergence des intégrales suitvantes :

; /+oo da
’ 0 1+CC2
+oo d
2/1 v
0 1+.T3
400 d
o T+x+1

’ /%

Solution :

+oo dx
1 /0 1+a22 [arctan 2] > = g Convergente.



400 d
2. / o
0 1+£1?3

En 0 : équivalent a 1, donc pas de probleme.
1
1+ a3
Donc convergente.

5 /+oo dax
o P4z +1

En +o0: ~ —. Intégrale de Riemann o = 3 > 1 converge.
x

1 1
En 400 : m ~ ? o =2 > 1 converge.
Convergente.
A /1 dx
“Jo Jx(l—z)
1 1

1
Fn0: ——~ —. a = — < 1 converge.
Vr(l—z) Vo 2 &

En 1 : symétrique, converge.

Donc convergente.

+00
Exercice 0.6. Montrer que l’intégrale / e dr converge.
0

Solution :

Sur [0,1] : e~** < 1, donc lintégrale est convergente.
2

Sur [1, 400 : pour x > 1, 22 > x, donc e % < e 2.

+o00
Or / e ® dx converge (vaut e 1).
1
+oo
. — 2
Par comparaison, / e * dx converge.
1

+o0 5
Donc / e~ " dx converge.
0

sinx .
dx suivant les valeurs de .

+oo
Exercice 0.7. Ftudier la convergence de l’intégrale / m
0 X

Solution :

sin x

e EnO:
xa

—Sia<2:1—a> -1, donc converge.

— Sia>2: diverge.

1

= pa

sin x
e En +oo:

ma

— Si o> 1: convergence absolue.



1
— Si0 < a <1: convergence semi-convergente (par Abel avec f(z) = — décroissante
x
vers 0).

— Si a <0 : divergence (car le terme ne tend pas vers 0).

Conclusion :

0 < a < 2 : convergente (semi-convergente si 0 < « < 1, absolument convergente si
l1<a<?2).

e a =2 : convergente en +o0o mais divergente en 0.

« > 2 divergente.

e a < 0: divergente.

. T Ing
Exercice 0.8. FEtudier la convergence de / 5 dx.
0 T+ 1
Solution :
~ Inz
e En 0: 1‘27_'_1 ~ In xZ.

1
/ Inz dx converge (vaut —1).
0

Donc converge en 0.

.En“i’oo:m’\’?.

Inz ’ Inz

T In ¢ . 1
—5 dx converge (par comparaison avec —375 bar exemple).
1 T T

Donc converge en +o0.

L’intégrale est convergente.

+oo ]

Valeur : / zn_fl dx = 0 (par changement de variable z — 1/z).
0 T

TD N°3 : Equations Différentielles

Exercice 0.9. Résoudre les équations différentielles suivantes :
1.y +2y=e"2
2.y +y=-cosz

3.y —2zy=ux

1
4.y + Y= Inz sur |0, 4o00]

Solution :



Ly +2y=e2*

Equation homogene : 3/ +2y =0 = y = Ce 2.

—2x

Solution particuliere : y, = Axe (car e~ 27 est solution de ’homogene).

y, = Ae (1 — 2z).
Yy + 2y = Ae™28(1 = 22) + 2Aze ™ = Ae P =72 — A=1.

Donc y, = xre 2%,

Solution générale : |y = (C + x)e 2% |.

2.y +y=cosx
Equation homogeéne : ¢/ +y=0 = y = Ce 2.
Solution particuliere : y, = Acosx + Bsinx.
y, = —Asinz + Bcos .

y;,—i—yp =(A+ B)cosz + (B — A)sinx = cos z.

A -
tB=1 :>A:B:1.
B—-—A=0 2

1
Donc y, = §(COS x +sinz).

1
Solution générale : |y = Ce * + §(cosa: +sinx) |

3.y —2zxy==x
, d
Equation homogene : ¢ —2zy =0 = W ordr — Yy = Ce”.
Y

2

Variation de la constante : y = C(x)e
y = C'(x)e” + 2zC(x)e” .
Y —2zy = C'(2)e” =2z = C'(z) = ze .

C(z) = fxe_QCZda: = —%6_9”2 +C.

1
Solution générale : |y = D) +Ce™|.

1
4. ¥+ —y =Inz sur |0, +o00[
x

, 1 C
Equation homogéne : ¢/ + —y =0 —= —~ = —— = y= —.
x Y x x

Cl).

Variation de la constante : y =

y_ 0w

x x?
1 C’
v+ -y = (z) =lnz = C'(z) =zl
x
2 2
C(z)=[zlnzdr = %lnxf % +C.
C
Solution générale : |y = P + —
2 4 z




Exercice 0.10. Résoudre l’équation de Bernoulli : y' + 1y = xy°.

Solution :

Equation de Bernoulli avec n = 2.

Posons u = y' =2 =y~ L.

Alors y = u™!, i = —u=?u.
L’équation devient : —u=2u + v~ ! = zu=2.
Multiplions par —u? : v/ —u = —x.

Soit v/ —u = —x.
Equation homogeéne : v/ —u =0 = u = Ce*.
Solution particuliere : u, = Az + B.
u, —up=A—(Az+ B) = —-Ar+ (A - B) = —z.
—-A=-1
A-—B=0
Donc u, = x + 1.
Solution générale : uw = x + 1 + Ce*.
1

T r+1+4Cer |

1
Comme y = — : |y
u

Exercice 0.11. Résoudre I’équation différentielle : 3" — 3y’ + 2y = €**.

Solution :

Equation caractéristique : 7> —3r+2=0 = (r — 1)(r — 2) = 0.

Racines : 11 =1, ro = 2.

Solution homogene : y;, = Cie® + Coe?®.

Solution particuliere : y, = Aze?® (car €% est solution de ’homogene).

y, = Ae**(1+ 2x).

Yy = Ae*™ (4 + 4z).

yn — 3y, + 2yp = Ae**[(4 + 4x) — 3(1 + 2z) + 2z] = Ae**[(4 — 3) + (4 — 6 + 2)z] = Ae*".
Donc A =1.

Yp = e,

Solution générale : |y = C1e® + (Co + z)e*® |.

Exercice 0.12. Résoudre [’équation : y" + 4y = cos(2x).

Solution :

Equation caractéristique : 72 +4 =0 = r = +2i.
Solution homogene : y;, = C} cos(2x) + Ca sin(2x).
Solution particuliere : y, = Ax cos(2x)+Bx sin(2z) (car cos(2x) est solution de I’homogene).
Y, = (A +2Bx)cos(2x) + (B — 2Ax) sin(2x).
Yy, = (—4Ax + 4B) cos(2x) + (—4Bx — 4A) sin(2z).
Yy, +4dyp = 4B cos(2x) — 4Asin(2z) = cos(2z).
4B =1 1

= A=0, B=-.
—4A =0 4

Yp = %sin(mc).

Solution générale : |y = C1 cos(2x) + Cysin(2z) + %sin@ac) .




TD N°4 : Séries Numériques

Exercice 0.13. Etudier la convergence des séries suivantes :

LY

Solution :
n
1. —_.
Z n?+1
n Lo . .
5 ~ —. Série de Riemann o = 1 diverge.
n“+1 n

Donc la série diverge.

1
2. Zn2+n.

1 1
——— ~ —. Série de Riemann a = 2 > 1 converge.
n?+n n?

1 1 1
Calcul de la somme : —— = —/— ———|
nn+1) n n+l
SUTTRE
— n(n+1) N+1 ’
+00 1
L t _
a série converge e Z o P 1)
1
3. :

Z Vnlnn

L L Série de Ri Lo

~ . Série de Riemann o = — iverge.
Vnlon  nt/2 2~ &
Donc la série diverge.
L

nn

Regle de d’Alembert :
Un41 (n+1)! n" n+1 " n
— e — = — N =
U, (n+ 1)t nl (n4 1)l n+1

La série converge.

(-1

Exercice 0.14. Etudier la convergence de Z
n




Solution :

C’est une série alternée avec u,, = —

e uy > 0 pour tout n.
e u, est décroissante.
o u, — 0.

(=D"

D’apres le critere des séries alternées, la série g converge.

Elle n’est pas absolument convergente car Z — diverge.
n

Donc elle est semi-convergente.
Sa somme est — In 2.

. —1)"
Exercice 0.15. Etudier la convergence de Z \(f—i)-l
n

Solution :
1

Vn+1

C’est une série alternée avec u,, =

e u, > 0 pour tout n.
o u, est décroissante (car y/n + 1 est croissante).
o u, — 0.

_1)n
D’apres le critere des séries alternées, la série E (—i)-l converge.
n

1 1
Elle n’est pas absolument convergente car Z ﬁ ~ Z 7 diverge.
n n

Donc elle est semi-convergente.

n

. . . L. = x
Exercice 0.16. Déterminer le rayon de convergence de la série entiere E —
n!

Solution :
Regle de d’Alembert :

Un+1
Un,

n+1 1)!
— i © /(n+1)! — fim || _
n—o0 x”/n! n—oon + 1

lim

n—0o0

Donc la série converge pour tout x € R.

Le rayon de convergence est .

+00  n
La somme est ¥ = E —
n!
n=0



TD N°5 : Suites et Séries de Fonctions
Exercice 0.17. Soit f,(x) = ﬁ sur R.
1. Etudier la convergence simple.

2. Etudier la convergence uniforme sur R.

3. Etudier la convergence uniforme sur [a, +00] pour a > 0.
Solution :

1. Convergence simple :

Pour z =0: f,(0) =0.

x
P () = ——=—= .
our z £ 0 : fu(x) 1+n2$2_>0

Donc f,, converge simplement vers f(z) =0 sur R.

2. Convergence uniforme sur R :

. ||

Etudions su z)—0=sup ———=.
meg () | xeg 1 4 n2z?

La fonction gy, () (pour x > 0) atteint son maximum en x = —.
n

11 n2?

(L)L

n :1—|—n2-1/n2 2 2n

1
Donc sup |fr(2)] = — — 0.
z€eR 2n

La convergence est uniforme sur R.
3. Sur [a,+o0[ :

1
sup  |[fo(z)] < —= — 0.
z€[a,+o00] n-a

La convergence est uniforme sur [a, +o00|.

o= sin(nx)
Exercice 0.18. Soit S(z) = E 5
n
n=1

1. Montrer que S est continue sur R.

2. Montrer que S est dérivable sur R et calculer S'(x).

" S LD
3. Montrer que / S(z)dx = Z _— .
0

n3
n=1

Solution :

sin(nx) - 1

L[ fn(z)] =

n? n?’

1
E — converge, donc la série converge normalement sur R.
n

Chaque f,, est continue, donc S est continue sur R.

10



2 f(2) = ncosgnac) _ cos(nac).

n

n
1 1
| ()] < o mais Z - diverge.

L cos(nx
La convergence n’est pas normale. Cependant, la série g L converge pour x % 0
n

(mod 27).
Donc S est dérivable sur R \ 27Z et :

+oo
S(a) = Z cosibnaf)'
n=1

3. Par convergence normale, on peut permuter 'intégrale et la somme :

00 . 00 T +00
T T sin(nx) 1 cos(nz) 1—(-1)"
S() da = / g =3 L [_ _ |
+00 n
. .24 .. . €
Exercice 0.19. On considére la série de fonctions g —.
n
n=1

1. Déterminer le rayon de convergence.
2. FEtudier la convergence aux bornes de l'intervalle de convergence.

3. Donner la somme de la série pour x/€] —1,1].
Solution :

1. Rayon de convergence :

x
Up = —.

n
Up 1 "t o n
| = c—| =z - — |z|.
Unp, n+1 x n+1
Donc R =1.

2. Aux bornes :
1
P =1: — di .
our x E - iverge

_1)n
Pour z = —1: Z (=1) converge (série alternée).
n

Donc l'intervalle de convergence est [—1, 1].

3. Somme pour z €] — 1,1[ :

+00 "
Z— = —In(1—=z).
n=1 n

+oo o
En effet, —In(1 — z) = Z — pour |z| < 1.
n

n=1

11
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