Examen

Controle Continu N°1 — Durée 1h

Exercice 1. (1+1+2 pts) Soit (E,d) un espace vectoriel normé et A C E. Montrer que :
1) A est fermé < A=A
2) AUB=AUB
3) ANB C AN B. A-t-on l’égalité ? Justifier.

Solution :

1) Par définition, 'adhérence A est le plus petit fermé contenant A.

Si A est fermé, alors A est un fermé contenant A, donc A C A. Comme A C A, on a
A=A

Réciproquement, si A = A, alors A est fermé car A est fermé.

2) Montrons les deux inclusions :
ACACAUBet BCBCAUB.
Donc AUB C AUB. Comme AUB est fermé (union finie de fermés), ona AU B C AUB.
Réciproquement, A C AUB C AUB, donc A C AU B.
De méme, B C AUB. Donc AUB C AU B.
D’ou I'égalité.

3) ANBCACAet ANBCBCB.
Donc ANB C ANB. Comme ANB est fermé (intersection de fermés), ona AN B C ANB.
L’égalité n’est pas toujours vraie. Contre-exemple : A =Q et B =R\ Q dans R.
A=R,B=R,ANB =R, mais ANB =g, donc ANB = @.

Exercice 2. (2+2+2 pts) Dans R"™, on définit la norme || - ||, et la norme infinie par
n 1/p
lzllp = D lil” et |lzfloc = sup |zl
i— 1<i<n
1) Montrer que || - ||, et || - ||sc sont équivalentes.

2) En déduire que || - || ~ || - | pour tout p,q > 1.

3) Montrer que plgglo lz]lp = [|2|loo-

Solution :

1) Pour tout z € R™,
|2]loo < [|2[lp < nP[l]lo0
En effet, [[2]c = max; |z:] < (X0, |2:")"? = ||z]|,.
1 1
Et ||zl = (X0, J2:P) P < (nl|z]B) """ = 07| oo

Donc les normes sont équivalentes.



2) Par transitivité de la relation d’équivalence, || - ||, ~ || - [|co €t || - |lg ~ ||  [loo impliquent
-l ~ 11 Mlg-
3) Onallzfe < [l2llp < n'77[|2]|o.

Comme lim n'/? = 1, par le théoréme des gendarmes, on obtient lim llz]lp = ||z]loo-
P—00 P—00

Exercice 3. (2+2+2+2+2 pts) Soit f une fonction de R?> dans R définie par :
2y

flz,y)=q 2% +y°

0 si (x,y) = (0,0).

si (x,y)

th
—
=

=)
~—

1) Montrer que f est continue sur (0,0).
2) Calculer les dérivées partielles de f en (z,y) # (0,0).
3) Calculer les dérivées partielles de f en (x,y) = (0,0).

4) Montrer que f est différentiable sur (0,0) en utilisant la définition de la différentiabilité.
5) f est-elle de classe C' ?

Solution :

1) En coordonnées polaires x = rcos, y = rsinf :

3 26 in@
f(rcosf,rsinf) = T8 TR cos?fsind — 0.

72

Donc lim  f(z,y) =0= f(0,0), f est continue en (0,0).
(#,9)—(0,0)

2) Pour (z,y) # (0,0) :

8f< - 2zy(2? + y?) — 2%y (27) 213
oz DY) = (@2 + y2)2 T @)
ﬁ( ) = 2? (2 + %) —a?y(2y) 2t —a?y?
A R N
3) En (0,0) :
g (0:0) = Jlimy h fim 5 =0
gy 00 = Jimy k =0
4) Soit h = (hl, hg). On a df(o’o)(h) =0.
f(h1, h2) = £(0,0) — df(o,0)(h) _ hihs
il (h + h3)%/%

En coordonnées polaires : hy = rcosf, hg = rsinf,

3 cos? A sin @

3 = cosZ fsinf — 0.
r

Donc f est différentiable en (0,0).



0
5) f n’est pas de classe C'! car or n’est pas continue en (0,0).

ox
3

of 2y
En effet, %(xvy) = m

En coordonnées polaires :

—~(rcosf,rsinf) = 2cosfsin> 6.

ox

Cette expression ne tend pas vers 0 quand r — 0 (elle dépend de 0).



Examen

Controle Continu N°2 — Durée 1h 30mn

Exercice 4. (2+3 pts) Soit la fonction f : R? — R définie par :
f(z,y) = 2 + 3zy® — 152 — 12y.
1) Déterminer les points critiques de f.

2) Déduire les extremums locaux de f.
Solution :

1) Points critiques :

0
—f(a:,y) =322 +3y2 - 15=0,

Soit
22 +y? =5,
TY =
2 4 4 2
Dey=—,onaz"+ 5 =5 = 2" —dz°+4=0.
X

/\&‘[\3

(a? - (e

—rx=1 = y=2

2-4)=0 = =21 onar==+2

—r=-1 = y=-2
—rx=2 = y=1
—r=-2 = y=-1
Points critiques : (1,2), (—1,-2), (2,1), (-2, —1).
2) Dérivées secondes :

2 2 2
:ﬂzﬁx, SZaf:(Sy, t:ﬁ:&c.
Ox?

A = 52 —rt = 36y — 3622 = 36(y> — 22).

— Au point (1,2) : A =36(4—1) =108 > 0, r =6 > 0. Minimum local.

— Au point (-1, — ) A=36(4—-1)=108 >0, r=—6 < 0. Maximum local.
— Au point (2,1) : A =36(1 —4) = —108 < 0. Point selle.

— Au point (-2, — ) A =36(1—4) =-108 < 0. Point selle.



Exercice 5. (4+2+3 pts) Soit l'intégrale double I = // (22 — %) cos(zy) dz dy ou
D

D={(z,y) eR*|1<z+y<4, l<ay<d, z<y}

Soit ¢ une fonction R? — R? définie par :

o(u,v) = (\/i(u — ), \/i(u—i—v)) .

2 2
1) Montrer que ¢ est un difféomorphisme d’un ensemble A a préciser sur l’ensemble D.

2) Représenter graphiquement le domaine A.

3) Calculer lintégrale I en utilisant le changement de variable

x:?(u—v), y:\f(u—i-v).

Solution :

1) Le changement de variables est une rotation d’angle /4.

V2

T = T(U_U%
y = \f(uﬂ)}

1
Alors  +y = V/2u, xyzQ(UQ—v2),az<y — v >0.

Le domaine D devient :

A={(u,v) €ER*|V2<u<2v2, v>0, 2<u®>—v* <8}

Le Jacobien :

_ 2 2 — _
det gz g}j =|det | % 2 _‘2+2‘_1
-~ 2 2
ou Ov

Donc ¢ est un difféomorphisme de A sur D.

2) Représentation graphique de A :
A={(uv) ER?|V2<u<2v2, v>0, v2>u?-8, v2 <u?-2}.

w2 — 2
3) 22 —y? = —2uw et cos(wy) = cos < 5 )

I://A(—2uv)cos<U2;v2> du dv.

On integre par rapport & v : posons w =




d 22 ) v=vu?2—4
I:2//u-wcosw-du:2/ u[sin(u U)} du.
A du \/i 2 v=0

2v2
I= 2/ ufsin 2 — sin(u?/2)]du.
V2

w2 2v2 22
I =2sin2 [} - 2/ usin(u?/2)du.
213 NG

I = sin2(8 — 2) + 2 [cos(u?/2)] >’ = 65in2 + 2(cos 4 — cos 1).

Exercice 6. (6 pts) Calculer le volume du domaine D délimité par la sphére de rayon a et les
plans z =b et z = —b avec 0 < b < a.

Solution :

Le domaine est
D= {(x,y,2) €R® | 2? +9* + 2% < a® —b< 2z <D}
En coordonnées cylindriques :

D={(r0,2)|0<r<na2-22, 0<0<2r, —b<z<b}

V:/// ldzdydz
D
b 21 pVa?—z2
:// / rdrdfdz
-vJo 0
b 2w 2 2
:/ / T d0de
v Jo 2
b
:7'('/ (a® — 2?) dz
—b
31b
:7T|:Q2Z—z:|
3 —b

3
= <2a2b — 2b>
3

2
= %b(?xz2 —b?).




Examen

Rattrapage — Durée 1h

Exercice 7. (2+2 pts) Dans R?, on définit la norme N par :
N(x,y):max{\xl,]y\,m—y\}, V(w,y) € R%.
1) Montrer que N est une norme de R?.

2) Dans (R%,N), représenter graphiquement la boule B(0,1).
Solution :

1) Vérifions les propriétés d’une norme :

— Séparation : N(z,y) =0 <= |z|=|y|=|z—y|=0 <= z=y=0.
— Homogénéité : Pour \ € R,

— Inégalité triangulaire : Pour (z,y) et (2/,y),
|z + 2’| < |z| 4 |2'] < N(x,y) + N(',y).
ly+ '] < lyl+ 1y < N(z,y) + N(@',y).
(z+2") = (y+9) =z —y) + (@ =) < |z —y[+]2" —¢| < N(z,y) + N, ¢/).
Donc N(z +2',y +y') < N(z,y) + N(2',v).
2) B(0,1) ={(z,y) € R? | N(2,y) <1}
N(z,y) <1 <= |z| <1, |y| <1, |z —y| <L

lt—y| <1l <= —-1l<z—-y<l <= y—1l<z<y+Ll

C’est un hexagone régulier.

Exercice 8. (2+2+2+2+2 pts) On pose D le domaine suivant
D={(z,y) eR*|0< 2, 0<y, 2* +y*> < 1}.

Soit ¢ une fonction R? — R? définie par :
a? 2 2
o) = 00) = (57?47

1) Montrer que ¢ est un difféomorphisme d’un ensemble A a préciser sur ’ensemble D.

2) Représenter graphiquement les domaines D et A.

3) Calculer la matrice jacobienne de o et celle de ¢™!.

4) Calculer le déterminant de la matrice jacobienne de o au point (x,y) et celui de = au

point (u,v).



5) En utilisant le changement de variable @, calculer les intégrales I et J :

I—// xdx dy, J—// z?y? dz dy.
D D

Solution :

x
1) Soit u = ——— et v = 2?2 2,

) Soit u $2+y2ev x4y
Alors 0 <u<1,0<v <1, et z?=uv, y*> =v(l —u).

Comme x >0 et y >0, 0na
r=uv, y=+v(l—u).
Donc A = {(u,v) ER? |[0<u<1, 0 <v<1}.
© est un difféomorphisme de A sur D.
2) Représentation graphique :
D est le quart de disque unité dans le premier quadrant.

A est le carré unité.

3) Matrice jacobienne de ¢ :
8u 8U 2

3% By 2xy - 222y
J@(m,y) — aij éﬁ — (x2 —21-3/2)2 (x22+ y2)2
or 0Oy v y

Matrice jacobienne de ¢~ :

Jr Ox 1\/? 1\/E
Tp-1(u,v) = | QU = 2 uv 2V
1_

au | —
dy Oy 1 1 [1—u
ou Ov 9 ) v
2z1° 22%y 4y3 + 4a3
4) det(JT,(z,y)) = @127 2y — <_($2 T2 ) = (@2 + y2)2

wtr = 3 (HE) D) - s
5)1://Dgcdmdy:/ol/olm.mdudv.
YRy e
e dzdy_//w -0 b

T =y

v

Val —u)du= =
/ uu8
1 © 7
D S
one S =152 = 96
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