TD N°1 : Topologie
Exercice 0.1. Soit (E,d) un espace métrique et A C E. Montrer que :

*) A est fermé <= A=A

Solution :

*) Par définition, I'adhérence A est le plus petit fermé contenant A.

Si A est fermé, alors A est un fermé contenant A, donc A C A. Comme A C A, on a
A=A

Réciproquement, si A = A, alors A est fermé car A est fermé.

*) Montrons les deux inclusions :
ACACAUBetBCBCAUB.
Donc AUB C AUB. Comme AU B est fermé (union finie de fermés), ona AU B C AUB.
Réciproquement, A C AUB C AUB, donc A C AUB.

De méme, B C AUB. Donc AUB C AUB.
D’ou l'égalité.

N ANBCACAet ANBC BCB.

Donc ANB C ANB. Comme AN B est fermé (intersection de fermés), ona AN B C ANB.
R,

L’égalité n’est pas toujours vraie. Contre-exemple : A =Q et B=R\Q dans R. A =
B=R, ANB =R, mais ANB =@, donc ANB = @.

Exercice 0.2. Dans R", on définit la norme | - ||, et la norme infinie par
n 1/p
lzllp = | > lal? et |[zlloc = sup |al.
— 1<i<n
*) Montrer que || - ||, et || - |[|s sont équivalentes.

*) En déduire que || - |[p ~ || - [|; pour tout p,q > 1.

*) Montrer que ph—)ngo llz]lp = |2 co-

Solution :

*) Pour tout x € R,
|2]loo < [|2[lp < nP[llo0
En effet, [[2]o0 = max; |zi] < (X0, |:[?)Y? = ||z,
1 1
Et ||zl = (X0, J2:P) P < (nl|z]%) """ = /7| oo

Donc les normes sont équivalentes.



*) Par transitivité de la relation d’équivalence, || - ||, ~ || - [oo €t || - |lg ~ || - [|oo impliquent
-l ~ 11 llg-
%) Ona |lzllo < [|zll, < 07|z -

Comme lim n'/? = 1, par le théoréme des gendarmes, on obtient lim llzllp = [|z]|oo-
P—00 P—00

Exercice 0.3. Soit f une fonction de R? dans R définie par :

2
f(%y) = :1721’7—{—3/3/2 st (x’y) 75 (070)7

0 si (xz,y) = (0,0).
*) Montrer que f est continue sur (0,0).
*) Calculer les dérivées partielles de f en (z,y) # (0,0).
*) Calculer les dérivées partielles de f en (x,y) = (0,0).

*) Montrer que f est différentiable sur (0,0) en utilisant la définition de la différentiabilité.
*) f est-elle de classe C1 ?

Solution :

*) En coordonnées polaires x = rcosf, y = rsinf :

r3 cos? fsin

f(rcosf,rsinf) = = rcos®fsinf — 0.

72

Donc lim  f(xz,y) = 0= f(0,0), f est continue en (0,0).
(z,y)—(0,0)

*) Pour (x,y) # (0,0) :

af (2,y) = 22y (2% + y?) — 2%y(22) B 213
oz Y = (22 4 y2)2 (22 4 y2)2
of (z.5) (2 +y?) —a®y(2y)  at — 2Py
—(r — — .
ay Y (22 +y?)? (@2 +y2)?
*) En (0,0) :
of o f(h0) = f(0,0) . 0
T
of o f0.k) = f(0,0) .. 0
5,001 i LORTI0D - i 3 —g
*) Soit h = (hl, hg). On a df(op)(h) =0.
f(h1;h2) = [(0,0) = dfo0) () hihs
17| (hf + h3)%/2
En coordonnées polaires : hy = rcosf, hy = rsin 6,
r3 cos? @ sin @

3 = cos?fsinf — 0.
,

Donc f est différentiable en (0,0).



d
*) f n’est pas de classe C car of n’est pas continue en (0,0).

oz
of 2213
En eﬂ‘et, %(x,y) = m
En coordonnées polaires :

%(T cos @, 7sinf) = 2rt cos A sin® /1 = 2cos O sin® 4.

Cette expression ne tend pas vers 0 quand r» — 0 (elle dépend de 0).

TD N°2 : Fonctions de plusieurs variables

Exercice 0.4. Etudier la continuité en (0,0) des fonctions suivantes :
2Pyt

*) flayy) = a2+
0 st (z,y) = (0,0)

%y
*) flr,y) = ot +y?
0 st (z,y) = (0,0)

Solution :

*) En coordonnées polaires x = rcosf, y = rsinf :

P+4 cosP 0 sin? 0
) rP*4 cosP f sin _ .
f(rcosf,rsinf) = 5 = P42 cosP A sin? 6.
r

ligél]rp+q_2:0 = p+q—2>0 < p+qg>2.
T

Donc f est continue en (0,0) si p+ g > 2.

2

) @) =

En coordonnées polaires x = rcosf, y = rsinf :

3

3 cos? O sin § r cos? 0 sin 0

rcosf,rsinf) = = )
i ) rdcost 0 +r2sin?6  r2cost 6 + sin? 0

Pour 6 =0ouf=m,ona f=0.
Pour § =7/2,ona f=0.

x2 - x2 xt 1

Mais pour y = 2 : f(z,2%) =~y = ooy =5 #0.

Donc f n’est pas continue en (0,0).

Exercice 0.5. Soit f une fonction définie par

Fay) = {i sin(z? +y?) siax #0,

0 stx =0.



*) Est-ce que f admet une limite a ['origine suivant toutes les directions ¢

*) Est-ce que la fonction f admet une limite a l'origine ?
Solution :

*) On pose y = \x :

lim 7 sin(z? + y?) = liH(l))\Sin(:L‘Q(l +?%)) =0,
xrT—r

z—0 &
f admet une limite a P'origine suivant toutes les directions (égale a 0).
*) On pose z = y3 :

: 2 1 4
lim % Sin(y6 + y2) = lim —sm(y (L+y7)
y—0y

y—0 y2 ’
Or sin(y?(1 +y) = y*(1 +y*) + o(y?).
) 4
1
Done lim "2 LTV _
y—0 Yy
Comme la limite suivant cette courbe est 1 # 0, la fonction f n’admet pas de limite a

Iorigine.

Exercice 0.6. Soit f une fonction définie par

l’zy
f(z, i FiEpp it TL A0 0)
0 §1 (-ﬁU,y) = (0,0)

*) Montrer que la limite de f au point (0,0) existe suivant toutes les directions.

*) f est-elle continue au point (0,0) ¢
Solution :

*) On pose y = \x :
z?(\x) . Az

m ————-—- = = 0
70 x4 4+ 222

= lim ———
70 12 4+ \2
Donc f admet une limite a 'origine suivant toutes les directions (égale a 0).

*) f n’est pas continue en (0,0) car pour y = a2 :

2 2 xt 1

=5 #0.

2N _ _z
flz,2%) = x4 22t 2

Donc la limite n’existe pas.

Exercice 0.7. Soit f une fonction de R? dans R définie par

1

flz,y) = (x + y)Psin <\/m) si (z,y) # (0,0),

0 st (z,y) = (0,0).



*) Montrer que f est continue sur R? pour tout p > 1.
*) Montrer que f est différentiable en (0,0) si et seulement sip > 1.

*) Montrer que f est de classe C! si et seulement sip > 3.
Solution :
*) En coordonnées polaires x = rcosf, y = rsin :

1
f(rcosf,rsinf) = rP(cos @ + sin )P sin () .
r

lin% r? =0 pour p > 1, donc f est continue en (0,0).
T—r

*) df(0,0)(h, k) = 0.

gy = Sk (RS (=)

G Vh? + k2

En coordonnées polaires h = rcosf, k = rsin :

1
e(rcos @, rsin@) = rP71(cos f + sin §)P sin (7’) .

Cette expression tend vers 0 quand 7. — 0 si p — 1 > 0, c’est-a-dire p > 1.
Donc f est différentiable en (0,0) si p > 1.

*) Pour que f soit de classe C!, il faut que les dérivées partielles soient continues en (0,0).

al(x ) =p(z +y)’ 'sin ! B Ch ) cos !
oz Y TP Y /22 1 42 (22 4 y2)3/2 22 142 )
En coordonnées polaires, le premier terme est d’ordre 77~ ! et le second d’ordre rP~2.

Pour que la dérivée partielle soit continue en (0,0), il faut p — 2 > 0, c’est-a-dire p > 2,
donc p > 3.

Exercice 0.8. Calculer les dérivées partielles secondes croisées en (0,0) de

22 —
j 0,0
fag) =4V, ¥ (z,y) # (0,0),
0 si (z,y) = (0,0).
Que peut-on conclure ?
Solution :
Pour (z,y) # (0,0) :
af xt 42y — oyt
7(:5’3/) = 2 2\2 )
Ox (x2 +y?)



@($ay) = (xQ + y2)2
En (0,0) :
of _ iy 4 (0:0) = £(0,0)
oz 00 = im h =0,
of _ o F(0.R) = f(0,0)
R
Calculons 8—f(O,y) pour y # 0 :
ox
of o fhy) = f0y) L Ry
Bx(o’y) hﬂ% h hlgz)th—i—y? =Y
2 95(0,k) — 9L (0,0) ~k—0
1 Oz \ oxr \™7’ : _
Donc 500 (0,0) %13% : = ilg% = -1
L Of _ i _
De méme, 8—y(x,0) =z, donc 920y (0,0) =1

0% f % f

Le théoréme de Schwarz n’est pas vérifié, donc f n’est pas de classe C2.

On a donc

TD N°3 : Extrema
Exercice 0.9. Soit la fonction f :R? — R définie par :
f(z,y) = 2 + 3zy® — 152 — 12y.
*) Déterminer les points critiques de f.
*) Déduire les extremums locauzx de f.

Solution :

*) Points critiques :

0
gf(a:,y):3x2+3y2—15:0,
8?;(:13,1/)263:3;—12:0.
Soit
Ty =2
2 2, 4 4 2
Dey=—,onaz"+ 5 =5 = 2" —dz°+4=0.
x x
(22 = 1)(2? —4) =0 = 2 =+1oux = +£2.

—rx=1= y=2
—rx=—-1 = y=-2
—rx=2 = y=1



—r=-2 = y=-1
Points critiques : (1,2), (—1,-2), (2,1), (=2, —1).
*) Dérivées secondes :

0*f o0 f 0’ f
T 972 6z, s 920y 6y, 6x

A = 52 —rt = 36y* — 3622 = 36(y? — 2?).

— Au point (1,2) : A=36(4—1) =108 >0, r =6 > 0. Minimum local.
-1,-2): A=36(4—1)=108 >0, r = —6 < 0. Maximum local.
2,1): A=36(1—4)=—108 < 0. Point selle.

—2,—1) : A=36(1 —4) =—108 < 0. Point selle.

— Au point
— Au point

~—~~

— Au point

Exercice 0.10. Identifier les extremums de la fonction

f(z,y) =In(2x(y — 1) + 1).

Solution :

Dérivées premieres :

O () = 2=
dr 2x(y—1)+1’
af 2x
aiy(x’y) c2o=1)£0i
Points critiques :
2(y—1) =0,
2x = 0.
Donc (0, 1) est le seul point critique.
Dérivées secondes :
=Ty =t
9z (2z(y — 1)+ 1)%’
0% f 2
= 2oy @Y T ey — D F )
=y =
oy2’ (2x(y — 1)+ 1)%

Au point (0,1) :
r=0s=21t=0 A=s>—rt=4>0.

Comme 7 = 0, on ne peut pas conclure avec le critére du second ordre.
Etudions directement f au voisinage de (0,1).

f(0,1) =1In(1) = 0.

f(z,1) =1In(1) = 0 pour tout x.

f(0,y) =In(2(y — 1)+ 1) =In(2y — 1).

Pour y > 1,2y — 1> 1, donc f(0,y) > 0.

Pour y < 1,2y —1 < 1, donc f(0,y) <0 (siy > 1/2).

Donc (0, 1) n’est ni un maximum ni un minimum. C’est un point selle.



Exercice 0.11. Soit f une fonction définie par f(x,y) = z3y — zy>.
*) Chercher les points critiques de f.

*) Montrer que f n’admet pas d’extremums.
Solution :

*) Points critiques :

2 L) = 302y — 4 = (322 — ) =0,
a(:Ey)—:L‘ —3zy? = 2(2? — 3y?) = 0.

~ Siy=0,alors z(z?) =0 = z=0.

~ Siz=0,alors y(—y?) =0 = y=0.

— Si 32?2 =y? et 22 =3y?, alors 22 =922 = 2 =0, donc y = 0.
Donc (0,0) est le seul point critique.

*) Dérivées secondes :

5$2 ny, S 3£U 3y 5 5y2 6$y

Au point (0,0) : r=0,s=0,t=0, A=0.

On ne peut pas conclure avec le critere du second ordre.
Etudions f au voisinage de (0,0).

f(z,0) = 0 pour tout z.

f(0,y) = 0 pour tout y.

f

r,z) =zt — 2% = 0 pour tout x.

~

(

(

(z,—r) = —x* + 2* = 0 pour tout x.

f(z,22) = 23(22) — 2(27)3 = 22% — 82* = —62 < 0 pour = # 0.
f(2z,7) = (22)3x — 22(x)3 = 82* — 22* = 62* > 0 pour z # 0.

Donc f prend des valeurs positives et négatives dans tout voisinage de (0,0). Aucun
extremum.

TD N°4 : Intégrales Doubles

Exercice 0.12. Calculer lintégrale double // (2% — y?) cos(zy) dx dy ot
D

D={(z,y) eR*|1<z+y<4, 1<zy<4, <y}



Solution :

On utilise le changement de variables :

T = \gi(u_v)a
y= \f(uﬂw)-

1
Alors z +y = V2u, 2y = §(u2—v2), r<y <= v>0.
Le domaine D devient :

A={(u,v) €ER*|V2<u<2V2, v>0, 2<u® - <8}

Le Jacobien :

9z Oz N L
u Qu || = B il
det| Gy Oy )=t _‘2+2'_1
Oou 0Jv
2 2 o 2_.,2
De plus z° — y* = —2uwv et cos(wy)-cos(“ 5" )
2,2
I:// (—2uv) cos (u ! > du dv.
A 2
u? — v?
On inteégre par rapport a v : posons w = , dw = —vdv.

2
d N 2. .2 v=vu?2—4
I:2//u-wcosw-du:2/ u[sin(u Uﬂ du.
A du V2 2 v=0

I= z/jfu [sin <“2_(32_4)> — sin (“;)] du.

2v2
I= 2/ ufsin 2 — sin(u?/2)]du.
V2

w2122 22
I =2sin2 [} — 2/ wsin(u?/2)du.
21 NG

I =sin2(8—-2)+2 [(:os(u2/2)]f}£5 = 6sin2 + 2(cos4 — cos 1).

Exercice 0.13. Calculer le volume du domaine D délimité par la sphére de rayon a et les plans
z=betz=—-bavec)<b<a.

Solution :
Le domaine est
D ={(x,y,2) €R® | 2? +9* + 2% < a® —b< 2z <D}
En coordonnées cylindriques :

D={(r6,2)|0<r<+va?—22, 0<0<2r, —b<z<b}.



V:/// ldxdydz
D
b 2 pVa?—22
:// / rdrdfdz
-vJo Jo
bop2m 22
:/ / CF d9d
o Jo 2
—7r/ (a® — 2*) dz
—b
37b
_[_}
31

253
=7 (2a%h— —
(2t 2)

2mb
= %(3@2 —b?).

Exercice 0.14. Calculer // zydxdy ou
D
D={(z,y) eR*|2>0, y>0, 2> +3y° <1}.

Solution :

En coordonnées polaires :

D={(r0)]0<r<1,0<6<m/2}.

w/2 rl
// xydxdy:/ /(rcosH)(rsin@)-rdrd@
D
/2
/ /r cos 0 sin 0 dr df
1 7r/
:</ ) cos f sin 0 df
0
_ L
4

1 1
2§
Exercice 0.15. Calculer l'aire d’un disque de rayon R.

Solution :

Soit D = {(x,y) € R? | 22 +y? < R?}.
En coordonnées polaires :

D={(r0)|0<r<R,0<0<27}.

21 R 27rR2
A://ldxdy:/ /rdrdez/ df = R

D o Jo 0o 2

10



TD N°5 : Intégrales Triples

1
Exercice 0.16. Calculer /// 5 dxdydz ot
All+z+y+z)

A=A{(z,y,2) € Ry)’ |z +y+2 <1}

Solution :

Le domaine d’intégration peut étre exprimé comme

A:{(x,y,z)€R3\0§$§1, 0<y<l-—z 0<z<1l-=z-y}

1
7= dady d
///A (Qtztyte)2 W

1 11—z l—x—y 1
= / / / 5 dzdydx.
o Jo 0 (I+z+y+=2)

On integre d’abord par rapport a z :

/H—y dz _[ 1 ]1‘5”‘1/_ .
0 (I+z+y+2)? | l+z+y+z], 2 l4az+y

1 11—z 1 1
Lty o
o Jo l+z+y 2

:/01 [1n(1+x+y)—%]:mdw

1 —
:/ <1n2—1 x—ln(l—{—x)) dx
0 2

! 1
:/0 <ln2—2+;—ln(l+x)>dﬂv

11 !
:ln2—§+f* In(l+z)dx
0

4
:1112—%—[(1+$)1n(1+$)—(1+55)](1J
:1n2—i—(2ln2—2—0+1)
:1n2—i—21n2+1

3
=——In2.
4

Exercice 0.17. Calculer le volume d’une boule de rayon R en utilisant les coordonnées sphériques.

Solution :

Soit B = {(z,y,2) € R3 | 22 +¢% + 22 < R?}.
En coordonnées sphériques :

B={(r0,0)|0<r<R,0<60<2m 0<¢ <7}

11



V:///idmdydz
/ /ﬂ/ r? sin ¢ dop d dr
(o) () ([ o)

3 4 3
_ R g AR
3 3

Exercice 0.18. Calculer /// zdxdydz ou
A
A={(z,y,2) eER? | 2? +4° <1, 0< 2 < 1}.

Solution :

En coordonnées cylindriques :

A={(r0,z) |0<r<1,0<60<27m, 0<z<1}.

///zda:dydz—/ /%/ z-rdzdfdr

27
lr de dr

Ry
- [5],-3

Il
l\.')\r—l \

12
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