TD N°1 : Séries Numériques

Exercice 0.1. FEtudier la nature des séries de terme général u,, :

1

* _ -
) n n2m

Inn
* _nn
) Un n

Inn
* _hn
) Un, 7'L2
*) gy = e’

1
* - =
) = n!

n
)y, = o

n!
* _
) Uup = nn

1
*) u, = tan <2n>
Solution :
1
1
Régle de d’Alembert : -2t — ", 2

Up 2(n+1) 2
Donc la série converge.

Inn
Up = —.
n
) . T Ing (Inz)2]">°
Comparaison avec une intégrale : —dx = 5 = +00.
2 T 2

Donc la série diverge.

Inn
Uy = —5-.
n n2
Inn 1 .. .
—5 < —3j; bour n assez grand. Série de Riemann « = 3/2 > 1 converge.
n n

Donc la série converge.

2
Uy =€ .

—_ 2 —_ 7’ . 7 7’ . . —
e < e " pour n > 1. Série gbométrique de raison e~! < 1 converge.

Donc la série converge.

1
Up = —.
n!
\ Un+1 1
Regle de d’Alembert : = —-0<1.

Up, n+1
Donc la série converge.



*) Uy =

3n’
11
Regle de d’Alembert : it =L 2
Up, 3n 3

Donc la série converge.

n!

Régle de d’Alembert : —"+% — < n ) Sel<l.

Un,

Donc la série converge.

1
*) u, = tan <2n>

1 1
tan <2n) ~ on Série géométrique de raison 1/2 < 1 converge.

Donc la série converge.

Exercice 0.2. Déterminer la nature de la série de terme général :

>/<) Uy =

9w = (-1 esp (- X0 1)

Solution :

*) U = (_1)11
"

. -1
La serlez(\r)

1
La série Z — diverge.
n

S |-

converge (série alternée).

Donc Z uy, diverge (somme d’une convergente et d’une divergente).

9 = 0o (- )

“ 1
Onaz%:lnn—l—v—i—o(l).
k=1

| e
Donc exp _ZE ~—
n

k=1

_1)n )
La série g converge (série alternée).
n

Donc g Uy converge.

Exercice 0.3. Déterminer la somme des séries de terme général :



oy = > 1
. 1
) un =g, =2
3
*)un: nt )n>]-

(L)

Solution :

1 1 1
n(n+1) n n+1

= () (e (o) i

")

1
nz::ln(n—i—l)
" I 1 1 1 1
n2—1 (m—-Dn+1) 2\n—-1 n+1)
5 1 . 1+ 1 1 1 1 - 1 1
) 3 2 4 n—1 n+1 2 2 n n+1
—
=n 1 4
n+3 _3/2 2 1/2

n(n+1)(n+2) n n+l n+2

[

1 1 1

A tél 1 t3 2+ 1
es télescopage, la somme est — — — .=
pr page, min 5 2 5 5+ 1 1

" (n+1)2 B B B
)ln<n(n+2)>—2ln(n+1) Inn —In(n + 2).

2
lim S, =In{ lim M =Inl=0.
n——+o00 n——+o0o n(n + 2)

Donc la somme est 0.

TD IN°2 : Séries Entiéres

Exercice 0.4. Déterminer le développement en série entiére autour de 0 des fonctions suivantes

%)

*) arctan

l—x



*) In(1 + x)

1
*) ln‘ e

1—=2x
P

14z + 22

*) In(1 + x + 2?)

1
*
/ 3+
*) ch(z)
*) cos?(x)

Solution :
Ky Lo < 1
11—z n=0""
dt x2n+1

*) arctanx = j‘ol‘ m = :i?](—l)nm, |fL" < 1.
* _ Foo n+1ﬁ
) 111(]. +3§‘) - n:l( 1) n |1" <L

14x 220+
*) ln‘l—x =In(l+x)—In(l—z) =23 TR lz] < 1.

1 1—

) = 5 = (L —a) Lt = i — a3, Jof < 1.

l+z+22 1—23

) 1— g3 5 +oox3n +ooxn
) In(1 + = + 2°) :ln( > =In(1 —2°) —In(l —x) = *anlTJFZn:l? =

1—=x
" — 3n
Ii'i , |z] < 1.
111 (—1)
* _ _ 400 n
=—- = _ , < 3.
) 57273 Tra - 20 g o
oo 1.271
*) ch(z) =32 ) r €R.

~ 14cos(2z) 1 . (2z)2"

) cos? () _ 7+%z:§)(—1) T €k

2 2

Exercice 0.5. Déterminer la valeur des sommes :

1
D

n>1

1
2w

n>1




Solution :

400 o
O i = —z) = — .
n sait que —In(1 — x) Z — pour lz| <1
n=1
+oo
1 1
n=1
+o00
1 1 2
) — =—In(l—-=)=-In(=-]=In 3
n3" 3 3 2
n=1
Exercice 0.6. On considére la série entiére définie par :
kA1 pAk+2
S(x) = — —_
=2 Frit X s
k>0 k>0

*) Déterminer le rayon de convergence de S.

1
*) Montrer que S'(x) = 1%;4.

*) Grace a la décomposition en éléments simples de S'(x), déduire l’expression de S(x).
Solution :

*) Rayon de convergence :
Ak k42
S(z) = —_— —.
(@) = > k>0 1 2 k>0 ik 12

Les deux séries ont un rayon de convergence R = 1.

Pour x = 1, la série diverge (série harmonique).

Donc R =1.
N ak Ak+1 4\k ny: 1 z L+z
) S'(x) =202+ 0T = kso(@H) +2 Y 50 (2%) :1—m4+1—x4:1—x4'
) I+z 1+ B 1
-2t (I-2)1+2)(1+22) (1-—2)(1+22)
1 A B C
Décomposition : Tt

(1—2)(1+22) “ia 1+a22°
1=A(1+ 2%+ (Bx +C)(1 — ).
Pourz=1:1=24 — A:%.

1
Poura=0:1=A4A+C — 025'

Pour z =i : 1:(Bi+C)(1—i):(Bi—i—%)(l—i).

1 1 B+_-=1 1

l=-+B+i(B-- ] = 7 — B=_.

2 2 B--=0 2
2



12 w/2+1/2 1/ 1  a+1
DOHCS/(w):l—x—i_ 14 a2 :2<1—x 1—1—302)'

S(z) = <— In(l —z)+ %ln(l +2?) + arctanx).

(NN

TD IN°3 : Suites de Fonctions

Exercice 0.7. Soit (f,) la suite de fonctions définies sur [0,1] par :

. onx
1 4nx’

*) Etudier la convergence simple de (fp,).
*) Etudier la convergence uniforme sur [0,1].

*) Etudier la convergence uniforme sur [a,1] avec a > 0.
Solution :
*) Convergence simple :

Pour z =0: f,(0) =0.
na

Pour x > 0: lim =1
n—oo 1 + nx
0 sizx=0
Donc f(x) = .
/(@) {1 sixz>0
*) Convergence uniforme sur [0, 1] :
nx .
1+nz sie=0
fal@) = @) = TR
siz >0
1+nx
sup |fn(x) — f(x)] =1 (atteint en z = 0).

z€[0,1]

Donc pas de convergence uniforme sur [0, 1].

*) Convergence uniforme sur [a, 1] avec a > 0 :

sup |fule) — f(@)| = sup !

< — 0.
z€la,1] z€la,1] 1+ nx 1 +na

Donc convergence uniforme sur [a, 1].

Exercice 0.8. Soit (f,) la suite de fonctions définies sur [0,1] par f,(x) = arctan(nz).
FEtudier successivement la convergence de cette suite sur [0,1], ]0,1] et [a, 1] avec a €]0,1][.

Solution :



*) Convergence simple :
Pour x =0: f,(0) =0.

Pour z > 0: lim arctan(nz) = g

n—oo
D 0 siz=0
one f(x) = T siz>0
2
*) Sur [0, 1] : Pas de convergence uniforme car f n’est pas continue en 0.
T T
*) Sur ]0,1] : sup |fn(z) — =| = sup |arctan(nz) — —|.
2€]0,1] 20 0 2

1
= sup arctan <>
x€]0,1] nr

. 1 T
lim arctan | — | = —.
z—0t ne 2
T

™
Donc sup |fn(z) — 5] =5
z€]0,1]

Pas de convergence uniforme.

*) Sur [a, 1] avec a > 0 :

1
sup |fn(x) — E] = arctan <> — 0.
z€la,l] 2 na

Donc convergence uniforme sur [a, 1].

Exercice 0.9. Soit (f,) la suite de fonctions définies par fn(x) = 4™ (2*" — xQnH).
*) Montrer que la suite (fy,) converge simplement sur I = |0, 1].

*) En étudiant les variations de f,, trouver des sous-intervalles de I ou la convergence est
uniforme.

Solution :

*) Pour z € [0,1] :
fo(z) = 472" (1 — 22").
Siz=0ouz=1: f(x)=0.
Sio<z<1l:0<a* <leta? —0.
o0 — 0 car 4z < 4.

(@) = (42)2" - (1 — 2
fula) = (4" - (1= a) - o
Donc f, — 0 simplement sur [0, 1].

*) Etude des variations :
fh(x) = 4™ - 2ma?" (1 — 2%") —4ng?" . 2na?" Tl = 4n L 2np2 11 — 2227,

n 1 n
fl(z) =0 <= z=0o0ux? =5 = x=2"12",

Le maximum est atteint en x,, = 2-1/2"



2 2 4

La convergence n’est pas uniforme sur [0, 1] car sup | f,(z)| = 4"~ — +oo.

Sur [a, 1] avec a > 0, la convergence est uniforme car f, — 0 uniformément sur [a, 1] (&
vérifier par domination).

TD N°4 : Séries de Fourier
Exercice 0.10. Soit f la fonction 2w-périodique paire définie par :
2
flz)=1- —x, si x € [0,7).
T
*) Représenter le graphe de f.

*) Calculer ses coefficients de Fourier.

*) Donner le développement en série de Fourier de f.

1
*) Déterminer la valeur de Z m
n>0
Solution :
. T 2z
*) f est paire et 2m-périodiquel Sur [0, 7] f(x) =1 —==!
7T
*) Coefficients de Fourier :
f est paire, donc b, = 0.
2 2 2 2172
ap=— [y (1—x>da:: [m—x} =—(r—m) =
T i T T]y
2 2z
an =~ Iy <1 - 7r) cos(nx)dz.
2 |si T4
an =~ [Smgm)h - Jo @ cos(nx)dz.
. i T s 1 T 1—(—1n
[ cos(na)dz = [a: s1n(nx)} iy sm(nw)dx _ 1 [_cos(na:)} _ (2 ) .
n 0 n n n o, n
41— (=1 0 si n pair
n=——"—"5 = 8 C
T n ~ 53 sinimpair
™

*) Développement :
8 <X cos((2k + 1)x)

) 2
s (2k+1)

fz) =

8 o 1
*) Pour x =0 : f(o):1:_pzz_:0m

+00 1 7T2
D S R
one kz_o 2k+1)2 8



Exercice 0.11. Soit f la fonction 2m-périodique impaire définie par :
flz) =z(r —x), sizec]l0,mn].
*) Représenter le graphe de f.
*) Calculer ses coefficients de Fourier.

*) Donner le développement en série de Fourier de f.

_1)"
*) Déterminer la valeur de 7;) (2(n+)1)3

Solution :

*) f est impaire et 2m-périodique. Sur [0, 7], f(z) = z(7 — z).
*) f est impaire, donc a,, = 0.
2
by == [ — ) si dx.
- Jo z(m — x) sin(nz)dzx

bn = % (7 [o @ sin(nz)ds — [ 2? sin(nx)dz].
Jg wintua)ir = [ZEED o=y, - PO

0

n 0 n n

+ - Jo @ cos(nx)dz = —

I 22 sin(na)dz = [_W]ﬂ 2 (1)

2 [ w21  wA(-1)" 2((-1)"—1 41— (-1)"
b":w[_ (n)Jr (n)_(( 733 )}:(7”(13))‘
8
Donc b2k+1 = m

N 8 oo SIn((2k + 1))
) flz) —;ZLOW
*) Pour x = 5
2

1(3)=20-3)=T

sin ((zk + 1)%) = (—1).

2 8 o (=D)F
Done & = 2 5°F
one —- = — > h

=0 (2k +1)3"
-
~(2k+1)° 32



TD N°5 : Analyse Complexe

Exercice 0.12. Déterminer si les fonctions suivantes sont holomorphes sur C.
%) Flz +iy) = = + 2iy
*) F(x +1iy) = sin(z) ch(y) + i cos(x) sh(y)
*) F(z +iy) = 22 + 22 — 1 — y? +i(22y + 2y)
*) F(x + iy) = sin?(x + y) + i cos?(x + y)
( )

*) F(x +iy) = 23 — 3zy? +i(32%y — y3)

Solution :

Pour qu’une fonction F' = u + iv soit holomorphe, il faut et il suffit que u et v vérifient
les conditions de Cauchy-Riemann :

ou Ov ou ov

"oy oy ow
N u=uz,v=2y.
% =1, @ = 2. Pas holomorphe.
ox y

*) u=sinzchy, v =coszshy.

gz = cosz chy, g;} =cosxchy.
gZ = sinzshy, —?); = —(—sinzshy) = sinxshy.

CR vérifiées. Holomorphe.

) u=a2%+2r—1—y? v="2xy+2y.

ou ov

=2 2 =2 2.
o e Tt
ou ov
o9y, =2

CR vérifiées. Holomorphe. F(z) = 2% + 22 — 1.

*) u=sin*(x +y), v = cos?(z +y).

% = 2sin(z + y) cos(z + y) = sin(2x + 2y).
ov . .
T —2cos(z + y) sin(zx + y) = —sin(2z + 2y).

CR non vérifiées. Pas holomorphe.

*) u =23 — 322, v = 322y — .

ou g Ov 9
%—3%’ 3y,8y—3:c 3y“.
ou

ov
- —6ay, 9 —6zy.

CR vérifiées. Holomorphe. F(z) = 23.

10



Exercice 0.13. Déterminer l’ensemble des fonctions F' holomorphes sur C dont la partie réelle
P est:

%)
%)
%)
%)

P(x +iy) = 2xy

(x +iy) = e"cosy
(z +iy) = (z —y)°
( )

P
P
Pz +iy) = 2? + 4°

Solution :

Pour trouver la partie imaginaire () a partir de P, on utilise les conditions de Cauchy-

Riemann :
0@ _or 0q _ or
Oy 0z’ dr Oy’
*) P =2uxy.
?922:231: = Q =2xy+ ¢().
oQ =2 "(z) = -2 "(z) = —4y (i ibl dépend d
e y+¢'(z) = -2y = ¢'(x) = —4y (impossible car ¢ ne dépend que de z).

Donc P n’est pas harmonique. Pas de fonction holomorphe.

P =¢e*cosy.

ijze“cosy = Q =e"siny + p(x).
8Q_ T o3 / — 5T o / . _
Friak siny + ¢'(z) =e*siny = ¢'(z) =0 = p(z)=C.

Donc F(z) = e*cosy +i(e*siny + C) = e* +iC.

P=(z—y)?=2%—2zy+y°

0

622:23:—27; = Q= 2ry—y>+ ¢(x).

aQ _ / _ _ , . . .

e U+ ¢ (z) = —(—20+2y) =22 -2y = ¢'(z) =2z — 4y (impossible).
x

Donc pas de fonction holomorphe.

P =22 442

d

83 =2r = Q =2zy+ ¢(x).

aQ _ / _ I _ . .

B 2u+ ¢ (z) = -2y = ¢'(z) = —4y (impossible).

Donc pas de fonction holomorphe.

Exercice 0.14. Montrer en utilisant les conditions de Cauchy-Riemann que la fonction f(z) =
e'* est holomorphe sur C, et calculer f'(z).

11



Solution :
e = @) — =y HiT — Y (cos + isinz).
Donc u(z,y) = e Ycoszx, v(z,y) = e Ysinz.

ou o v o

— = —e Ysinz, — = —e Ysinx.

ox dy

ou _ ov _

— = —e Ycosx, —— = —e Ycos.

oy ox

Les conditions de Cauchy-Riemann sont vérifiées, donc f est holomorphe.

ou ov ,

"(2) = =— +i— = —e Ysinz +ie Y cosx = ie”Y(cosx + isinz) = ie*?.

fla) = 5o +ig ( )

TD N°6 : Intégrales et Résidus

Exercice 0.15. Calculer a l'aide des résidus lintégrale :

/ e dz,
y(0,1) #

ot v(0,1) est le cercle de centre 0 et de rayon 1.

Solution :
z

La fonction f(z) = € aun pole simple en z = 0.
z
z
Res(f,0) = lim. oz - — = lim, g = 1.
2

Par le théoréme des résidus :

/ € dr=2mi- Res(f,0) = 2mi.
7(0,1) #

Exercice 0.16. Chercher les poles et les résidus correspondants de la fonction :

1
z) = , a>0.
1) (z —iv/a)(z + iv/a)
Solution :
Les poles sont 21 = iy/a et z3 = —i/a, tous simples.

. . ; 1
Res(fyiv/a) =l a(z =) om0 = %
1 1

Res(f, —iv/a) =1, sz +V0) s = "o

Exercice 0.17. Calculer par application des résidus l'intégrale :

+oc0 1
I:/ 5 dx, a>0.
0 e+ a

Solution :
1 +00 dx
==
2 f_oo

3 car la fonction est paire.
¢ +a

12



1 1
f(z) = 2+a - (z —iva)(z +iva)

Seul le pole zy = iv/a est dans le demi-plan supérieur.

Res(f,iv/a) = 22'1/6'

Par le théoréme des résidus :

/+°O dx ) 1 T
R = 27T'l . - = —.
oo T2 +a 2iv/a  \Ja
1 = s
D == —=—.
onc 3 Vi 2/
Exercice 0.18. Calculer les intégrales suivantes :
“+o0o
*
/ / 1+ :172
+o0
*
) / 1+ a:4
) /+°° dx
oo (LHa?)?
Solution :
¥) f(2) = —— Poles : z — +i.
1+ 22
Res(f, i) = li ( ) 1 1
es(f,i) =lim, y;(z —1) —————— = —.
’ = (2N £l e p2i
Too dy o1
—00
1 )
) fz) = et Poles : zj, = ! k+17/4 1 — (1,2, 3.
Dans le demi-plan supérieur : zg = ™4, z; = 37/4,
1 20 20
R = — = — = ——,
eslf20) = T8 = 11 = 7
1 Al
R =——.
es(f7 Zl) 4Z1 4
+ . .
/ T g (CAEAY) LT gy _TE(V2 V2 V2 LV2)
o 14z 4 2 2 \ 2 2 2 2
™ ™2
0o = X2
5 (z\f) 5
) f(z) = ; Pole double en z = i.
(14 22)2
. . d N2 1 . d 1 . -2
Res(f, Z) = hmz_>i % <(Z - l) (Z — 1:)2(2 T Z)2> = hmz_>i % <W> = hmz_n' m
—2 -2 1

(203 -8  4i

/+oo dx 1 T
BV
oo (T4 22)? 4i 2

13



	TD N°1 : Séries Numériques
	TD N°2 : Séries Entières
	TD N°3 : Suites de Fonctions
	TD N°4 : Séries de Fourier
	TD N°5 : Analyse Complexe
	TD N°6 : Intégrales et Résidus

