TD: Dualité - Déterminants

Exercices avec solutions détaillées

Chapitre 3: Formes Linéaires - Dualité

Exercice 0.1. Soit F un K-espace vectoriel de dimension n. Montrer que toute forme
linéaire non nulle sur £ a pour noyau un hyperplan de E.

Solution 0.1. Soit ¢ € E* non nulle. Alors ¢ est surjective car Im(y) est un sous-espace
vectoriel de K non réduit a {0}, donc Im(¢) = K. D’apres le théoreme du rang, on a

dim(F) = dim(ker(p)) + dim(Im(y)) = dim(ker(¢)) + 1
Donc dim(ker(p)) =n — 1, ce qui signifie que ker(y) est un hyperplan de E.

Exercice 0.2. Soit ¥ un K-espace vectoriel de dimension n et soit H un hyperplan de
E. Montrer qu’il existe une forme linéaire non nulle ¢ € E* telle que H = ker(yp).

Solution 0.2. Soit H un hyperplan de E. Alors dim(H) = n — 1. Soit e € E tel que
e¢ H. Alors E = H & Vect(e). On définit ¢ : £ — K par

o(h+Xe) = A
pour tout h € H et A € K. Alors ¢ est une forme linéaire non nulle et ker(y) = H.
Exercice 0.3. Soient ¢, € E* deux formes linéaires non nulles. Montrer que
ker(p) = ker(¢)) <= I\ € K™ tel que ¥ = Ay

Solution 0.3. (<) Si ¢ = Ap avec A # 0, alors ker(¢)) = ker(p).
(=) Supposons que ker(y) = ker(y). Soit zo € E tel que p(xq) # 0. Alors pour tout

re F ona
. (x_ p(x) xo) L)
(o) (o)
Le premier terme est dans ker(y) = ker(¢), donc

P(zo)
@(wo

Ainsi ¢ = \p avec A =

~
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Exercice 0.4. Soient F un K-espace vectoriel de dimension finie n, 5 = (eq,...,e,) une
base de E et 8* = (e},...,e’) sa base duale. Montrer que pour tout z € E, on a
n
x = Z(x, e;e;
i=1

Solution 0.4. Soit © = )" | x;e;. Alors pour tout j € {1,...,n}, on a
<ZE, e;k> = in<€i7 6;> =T
i=1

car (e, e;) = 0. Donc x = 7" (x, €] )e;.

Exercice 0.5. Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n et soit F' un sous-espace
vectoriel de E. Montrer que

dim(F) + dim(F+) = dim(FE)
ol F+t ={p € E*:Vx € F,p(x) =0}

Solution 0.5. On considere 'application ® : E* — F* définie par ®(p) = ¢|p. Alors
ker(®) = [+ et ® est surjective d’apres le théoréme de prolongement des formes linéaires.
Donc

dim(E*) = dim(ker(®)) + dim(Im(®)) = dim(F+) + dim(F*)
Comme dim(E*) = dim(F) et dim(F*) = dim(F), on a dim(F) + dim(F1) = dim(FE).

Exercice 0.6. Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie n, F' un sous-espace
vectoriel de E et x € E. Montrer que

r€F < Ypc Ft p)=0

Solution 0.6. (=) Si x € F, alors pour tout ¢ € F*, on a p(z) = 0.

(<) Supposons que pour tout ¢ € F+ on a p(z) = 0. Si x ¢ F, alors il existe une
forme linéaire ¢ € E* telle que ¢|p = 0 et p(x) = 1 (par le théoreme de prolongement).
Alors p € F* et p(x) = 1, contradiction. Donc x € F.

Exercice 0.7. Soient F un K-espace vectoriel de dimension finie n et u € L(E). Montrer
que
Im(*u) = (ker(u))*

Solution 0.7. Soit ¢ € Im(*u). Alors il existe 1 € E* tel que ¢ = 'u()) = 1) o u. Pour
tout z € ker(u), on a ¢(z) = ¥ (u(z)) = ¥(0) = 0. Donc ¢ € (ker(u))*.

Réciproquement, soit ¢ € (ker(u))t. On veut montrer qu'il existe 1 € E* tel que
@ =1 ou. On définit ¢ sur Im(u) par ¥ (u(z)) = p(z). Cette définition est bien définie
car si u(x) = u(y), alors x —y € ker(u), donc p(x —y) = 0, dou ¢(x) = ¢(y). On
prolonge ¢ & E tout entier par le théoréme de prolongement. Alors ¢ = ¢ o u = "u(v)).

Exercice 0.8. Soit £ un K-espace vectoriel de dimension finie n et soit u € L(E).
Montrer que

rg(‘u) = rg(u)

Solution 0.8. D’apres I'exercice précédent, Im(*u) = (ker(u))*. Donc

rg(‘u) = dim(Im(*u)) = dim((ker(u))*) = dim(E) — dim(ker(u)) = rg(u)
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Chapitre 4: Formes Multilinéaires - Déterminants

Exercice 0.9. Soit £/ un K-espace vectoriel de dimension 2. Soit f une forme bilinéaire
alternée sur E. Montrer que pour tout (z,y) € E?, on a

f(.%‘, y) = f(ela 62) dgt(:z,y)

ou f = (e, e2) est une base de E.

Solution 0.9. Soient x = z1e1 + x9ey et y = y1e1 + yaeo. Alors
flz,y) = f(z1e1 + 22€9, Y161 + Y2€2)
= 1y f(er,e1) + 21y f(er, e2) + xays f(ez, e1) + waya f(e2, €2)

Comme f est alternée, f(e1,e1) = f(e2,e2) =0 et f(eq,e1) = —f(e1,ea). Donc

f(z,y) = fler, e2)(z1y2 — wayn) = fle, e2) dgt(%y)

Exercice 0.10. Soit A € M,,(K) une matrice triangulaire supérieure. Montrer que
det(A) = H (077
i=1

Solution 0.10. Soit A = (a;;) avec a;; = 0 pour ¢ > j. On a

det(A) = Z (0)as(1),100(2)2 " * * Ao(n)n

UES’n

Si o # 1d, alors il existe k tel que o(k) > k ou o(k) < k. Dans tous les cas, le produit
(y(1),1 " * Go(n),n CONtient un facteur nul car a;; = 0 pour ¢ > j. Donc seuls les termes avec
o = Id subsistent, d’ot det(A) = aja92 - - app.

Exercice 0.11. Soit A € M,,(K). Montrer que det(A) = det(*A).

Solution 0.11. On a

det(*A) = Z (0)ao(1)100(2) 2 * * Qo(n)m

geSy,

1 on obtient

det("A) = Z €(0)a1,6(1)02,0(2) * * * An,o(n)

O'GSn

= Z e(T)ar1)1ar2)2 " - Cr(n)m

TESn

= det(A)

En posant T =0~

car e(o) = e(o™1).

Exercice 0.12. Soit A € M,,(K) une matrice inversible. Montrer que det(A™!) = #(A).
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Solution 0.12. On a AA™! = [,,, donc det(AA™") = det(I,) = 1. D’apres la multiplica-
tivité du déterminant, det(A)det(A™') = 1. Comme det(A) # 0 (car A est inversible),

on a det(A™!) = detl(A).

Exercice 0.13. Soient A, B € M,,(K). Montrer que det(AB) = det(A) det(B).

Solution 0.13. C’est la propriété fondamentale de la multiplicativité du déterminant.
On peut le démontrer en considérant les colonnes de B = (by,...,b,) et en utilisant la
multilinéarité du déterminant par rapport aux colonnes de AB = (Aby, ..., Ab,).

Exercice 0.14. Calculer le déterminant de Vandermonde

n—1

1 a/]_ PR al
1 ag - agfl

V(al,ag,...,an): . .
-1

1 a, ay

Solution 0.14. On a

Viay,...,a,) = H (a; — a;)

1<i<j<n
Démonstration par récurrence : pour n = 2, V(ay,az) = as — ay. Supposons la formule
vraie pour n — 1. En développant par rapport a la derniere ligne, on obtient un polynéme

en X de degré n — 1 qui s’annule en aq,...,a,_1. Donc
n—1
Viar,... an1, X) = CT[(X = )
i=1

Le coefficient C' est V(ay,...,a,-1). Dot le résultat.

Exercice 0.15. Soit A € M, (K) une matrice de rang r. Montrer qu’il existe deux
matrices inversibles P € M,,(K) et Q) € M,,(K) telles que

ria= (5 ¢

Solution 0.15. Soit u 'endomorphisme de K™ canoniquement associé a A. Alors rg(u) =
r, donc dim(Im(u)) = r et dim(ker(u)) =n —r.
Soit (eq,...,e,) une base de Im(u). Pour chaque ¢ € {1,...,7}, soit v; € K™ tel que

u(v;) = e;. Alors (vy,...,v,) est libre.

Soit (vy41,...,v,) une base de ker(u). Alors (vy,...,v,) est une base de K". Soit
(41, ... ,€,) une base d'un supplémentaire de Im(u).

La matrice de u dans les bases (vy,...,v,) et (e1,...,€e,) est (IOT 8) Les matrices

de changement de base sont P et ().

Exercice 0.16. Soit A € M,,(K). Montrer que rg(A) = r si et seulement si il existe un
mineur d’ordre r non nul et tous les mineurs d’ordre r + 1 sont nuls.

Solution 0.16. D’apres I'exercice précédent, rg(A) = r si et seulement si A est équivalente

NeL . : : ) N
a ( 0 8) . Le déterminant de la sous-matrice formée par les r premieres lignes et colonnes

est 1 # 0. Tout mineur d’ordre r 4+ 1 est nul car la matrice a r colonnes non nulles. Les
matrices équivalentes ont les mémes mineurs non nuls (a4 un facteur non nul pres). Donc
la propriété est caractérisée par I'existence d’'un mineur d’ordre r non nul et 'annulation
de tous les mineurs d’ordre r + 1.
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Exercice 0.17. Soient A € M,,(K) et com(A) sa comatrice. Montrer que
Acom(A)" = com(A)TA = det(A)I,

Solution 0.17. Soit C' = com(A)T = (cof(A);;). On a cof(A);; = (—1)"7A;; ot Aj; est
le mineur obtenu en supprimant la j-éme ligne et la i-eme colonne.
Le coefficient (i,7) de AC est

n n

Z a;,Crj = Z ai(—1)" T Ay

k=1 k=1

Sii = j, c’est le développement de det(A) suivant la i-eme ligne, donc det(A). Si i # j,
c’est le développement du déterminant de la matrice obtenue en remplacant la j-éme ligne
par la i-eme ligne, qui est nul car deux lignes sont identiques. Donc AC' = det(A)I,.

Exercice 0.18. Soit A € M,,(K) inversible. Montrer que

1
AT =
det(A)

com(A)"

Solution 0.18. D’apres l'exercice précédent, Acom(A)? = det(A)I,. Comme det(A) #

0,on a
1
Al ——— AT) =1
(e comtar”) =t

Donc A™! = detl(A) com(A)T.
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