TD: Espaces Vectoriels - Applications Linéaires et
Matrices

Exercices avec solutions détaillées

Chapitre 1: Espaces Vectoriels
Exercice 0.1. On munit R* de la loi interne notée @& et définie par
Ve e RL,Vye Ry, z®y=uxy
et d'une loi externe définie par
VAERVz eR:, X-z=2"
Montrer que (R%,®, -) est un R-espace vectoriel.

Solution 0.1. On sait que R muni de la multiplication est un groupe commutatif et
comme la loi @ est définie sur RY , par x®y = xy, alors (R, ®) est un groupe commutatif.
La loi externe sur R est définie pour # € R} et A€ R, par A -z = 2, donc on a

1. Pour tout z e R%, 1.z =2' =u.
2. Pour tout A € R et pour tout z,y € R7,

M(z@y)=(ey) =2 =y =X 20\ y

3. Pour tout a, 8 € R et pour tout x € R7,

(a+8)-2=2" =2°° = (a-2) & (8- )

4. Pour tout «, 8 € R et pour tout z € R,

(@B) 2 =2 = (*)* = a- (#*) = - (3-2)

Ainsi, on voit que (R*, @, -) est un R-espace vectoriel.
Exercice 0.2. Soit F un R-espace vectoriel. On munit (E?, +) de la loi externe suivante,
C x E* — E?
A (@,9) = A (2,9)

ot pour A = a +ib, on a X - (x,y) = (ax — by,bx + ay). Montrer que (E?,+,-) est un
C-espace vectoriel.
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Solution 0.2. E est R-espace vectoriel, donc (E, +) est un groupe commutatif, par suite
E? muni de la loi produit est un groupe commutatif.

La loi externe sur E? est définie pour A € C, avec A\ = a + ib, et (x,y) € E?, par
A (z,y) = (ax — by, bx + ay), donc on a

1. Pour tout (z,y) € E? 1-(x,y) = (x,y), car 1 =1 + 0.

2. Pour tout A € C, avec A\ = a + ib, et pour tout (z1,y1), (22,72) € E?, on a

A (@ y) + (T2, 92)) = A+ (21 + 22,41 + 42)
= (a(x1 +x2) = b(y1 + y2), b(x1 + 22) + a(y1 + y2))
= (axy — byy, bxy + ayr) + (axy — bya, bxy + ays)
=X (z1,51) + A (22,92)

3. Pour tout a, 8 € C, avec o = a + ib et 3 = ¢+ id, et pour tout (z,y) € E?
(a+8)-(z,y) = ((a+c)z— (b+d)y, (b+ d)z + (a + c)y)
= (ax — by, bx + ay) + (cx — dy, dx + cy)
=a-(z,y)+ 8- (z,y)

4. Soit a,8 € C, avec a = a +ib et B = ¢+ id, et soit (z,y) € E* Comme
af = (ac — bd) + i(ad + be), alors on a

(af) - (z,y) = ((ac — bd)x — (ad + be)y, (ad + be)x + (ac — bd)y)
= (a(cx — dy) — b(dx + cy), b(cx — dy) + a(dx + cy))
=a-(cx —dy,dr+cy)=a- (6 (z,y))

On voit alors que (E?, +,-) est un C-espace vectoriel.

Exercice 0.3. Soient (F, +) un groupe commutatif et p un nombre premier. Trouver une
condition nécessaire et suffisante pour que E soit un Z/pZ-espace vectoriel.

Solution 0.3. Supposons que E est un Z/pZ-espace vectoriel, alors en particulier, pour
tout z € E,avecx #0,ona0-x=0g. Or,ona0=p=1+1+---+ 1 (p fois), avec

1+14---4+1)-2=px

Comme p est premier, alors tout € E, avec x # 0, est d’ordre p dans le groupe (E, +).

Réciproquement, supposons que tout élément non nul de E est d’ordre p et montrons
que E est un Z/pZ-espace vectoriel. Pour cela, pour tout (m,z) € Z/pZ x E on fait
correspondre m - x = mux, alors cette correspondance définit bien une application. En
effet, si m = n, alors p divise m —n et comme pxr = 0, alors (m —n)x = 0, donc mz = nx,
par suite, on a m-x = n-x. On a donc une loi externe sur E vérifiant les axiomes suivants

1. Pourtout z € E,onal-z =1z = x.

2. Pour tout m € Z/pZ et pour tout x,y € E, on a
m-(x+y)=mz+y)=met+my=m-z+m-y
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3. Pour tout m,n € Z/pZ et pour tout z € E, on a

(mxn)-x=mn-z=(mn)x=mnz)=m-(n-x)

4. Pour tout m,n € Z/pZ et pour tout x € E, on a
(

On en déduit donc que E est un Z/pZ-espace vectoriel.

Exercice 0.4. Soit F' = {(z,y,2) € K3, (K =R ou C)}, tels que

Jcx=m+n-z=Mm+n)jr=mr+nr=m-r+n-x

S
_l’_
3

2%+ 2y + 227 + 21y + 202 = 0
Est-ce que F est un sous-espace vectoriel de K3 ?

Solution 0.4. Soit F' = {(x,y,2) € K3 : 2% + 2y* + 22% + 22y + 222 = 0}.

Ona (2,i,—1i) € F et (2,—i,1) € F, mais (2,1, —i)+(2, —i,7) = (4,0,0), avec (4,0,0) ¢
F, donc F n’est pas un sous-espace vectoriel de C3.

Dans le cas de R3, on remarque d’abord que

o2+ 27 + 222 + 20y + 222 = (v +y+2)  + (y — 2)?
Donc, on aura

r+y+z=0

22+ 27 + 222 + 22y + 202 = 0 = {
y—z=0

Donc dans ce cas, on voit facilement que F' est un sous-espace vectoriel de R3.

Exercice 0.5. Soient F un K-espace vectoriel, ', G et H trois sous-espaces vectoriels
de E.

1. Montrer que
HCFUG = HCFouHCGH

2. Comparer les sous-espaces vectoriels suivants :
(a) FN(G+H)et (FNG)+ (FNH).
(b) F+(GNH)et (F+G)N(F+H).

3. Montrer que
FN(G+FNH)=(FNG)+ (FNH)

4. Montrer que
GCF = [FN(G+H)=G+ (FNH)

Solution 0.5. 1. Montrons que si H C FFUG alors H C F ou H C G. Supposons
par 'absurde que H C FUG et que H € F et H GG, donc il existe z € H tel que
x ¢ Fetilexistey € H, tel que y ¢ G.

Onazx,ye HL HC FUG,x ¢ Fety ¢ G,doncz € Gety € F. Comme H est un
sous-espace vectoriel, alors x +y € H,doncx+y € Foux+ye G. Six+y € F,
puisque y € F', on aura x € F ce qui est absurde, car x ¢ F. Si x +y € G on voit
de la méme maniere que y € GG ce qui est absurde. Donc ona H C F ou H C G.
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2. (a) Il est clair qu'on a toujours FNG+ FNH C FN(G+ H), par contre
I'inclusion réciproque n’est pas toujours vraie. Par exemple, soit (eq,es, e3)
la base canonique de R? on pose F' = Vect(e; + e3), G = Vect(ey,e3) et
H = Vect(eg, e3), alorson FN(G+H) = F et FNG+FNH = {0}+{0} = {0}.

(b) Ona FC(F+G)N(F+H)etGNHC(F+G)N(F+ H),donc F+GnN
H C (F+ G)N(F + H). Cependant, I'inclusion dans 'autre sens n’est pas
toujours vraie, par exemple, soit (ey,es,e3) la base canonique de R?, on pose
F = Vect(e1), G = Vect(ey, e3) et H = Vect(ey), alors il est facile de voir que
F+GnNH =Vect(ey) et (F+G)N(F+ H) = Vect(ey, ea).

3. Montrons que FN(G+FNH) = (FNG)+(FNH). Ona FNGC Fet FNH C F,
donc (FNG)+ (FNH)C F,onaaussi FNG C G, donc (FNG)+ (FNH)C
G+ (FNH), parsuite,ona (FNG)+ (FNH)CFN(G+FNH).

Réciproquement, soit x € FN(G+ FNH),alorsx € Fetx =y+z, avecy € G
et z € FNH,doncx—2 € G et onaaussix— 2z € F, par conséquent, on a
r—z€FNGetcomme z€ FNH,alorsx € (FNG)+ (FNH).

4. Montrons que si G C F alors FN(G+H)=G+FNH.

OnaGCFet FNHCF,doncG+FNHCF,onaaussi FNH C H, donc
G+FNHCG+H, par suite,ona G+ FNHCFN(G+ H).

Réciproquement, soit z € FN (G + H), donc x € Fet x =y+ z, avecy € G et
z€ H. Comme G C Fetye G, alorsx—y € F, donc z € FFN H, par suite
reG+FNH.

Exercice 0.6. Soient E, F et G les sous-espaces vectoriels de RY définies par
E={ucRY:¥neEN, upo— s — 2u, =0}

F={ueRY:¥neN, u,,1+u, =0}
G={uecRY:vneN, u, . —2u, =0}
Montrer que F' et G sont deux sous-espaces vectoriels de E et que £ = F & G.

Solution 0.6. Il est facile de voir que E, F et G sont des sous-espaces vectoriels de RY,
donc il suffit de montrer que FF C F et G C F.
Soit u € F, alors on a u, 1 + u, = 0, donc

Upto — Upi1 — 2Up = —2Upyq — 2Up = —2(Upg1 +uy) =0

donc u € E.
Soit v € G, alors on a u,11 = 2u,, donc

Up42 — Uny1 — 2uy, = Un1 — 2u, =0

donc u € E.

Ainsi, F' et G sont des sous-espaces vectoriels de E.

Soit uw € F NG, alors pour tout n € N, on a u,y; = —u, et u,1 = 2u,, donc pour
tout n € N, on a u,, = 0, par suite, u = 0, donc F NG = {0}.
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Soit u € E et soient v et w les suites définies par v, = U, — 2u, et w, = Upy1 + Un.
Puisque v € E, alors on a u, 12 = u,+1 + 2u,, donc on a

Unt1 +Up = (un+2 - 2un+1) + (unJrl - 2un) = Up42 — Up41 — 2u, =0
et on a aussi
Wn41 — 2wy, = (un+2 + un-l—l) - 2(un+1 + un) = Un+4+2 — Unp+1 — 2u, =0

Il en résulte donc que v € F, w € G et u = —%v + %w, donc u € F' + G et par suite
E=F+G.
Ainsi, F = F & G.

Exercice 0.7. Soient E un K-espace vectoriel, Fy, Fy, ..., F,, des sous-espaces vectoriels
de E, tels que Fy C Fy, C --- C F,. Pour chaque j € {1,2,...,n — 1}, soit G; un
supplémentaire de F; dans Fj;;. Montrer que la somme G 4+ G + - - - + G, est directe
et que G1 ® Ga ® -+ P G,,_1 est un supplémentaire de F; dans E.

Solution 0.7. Montrons que la somme G + Gy + - - - + G,,_1 est directe.

Soit (z1,x9,...,Tn-1) € G1 X Gy X ++- X Gp_q, tel que 1 + 29+ -+ +x,-1 =0, on
doit montrer que xr1 =21, =---=1x,_1 = 0.

Onaxq,...,xy,9€ F,_q,car F; C F, C--- C F,_1, et comme x1+2o+---+x,_1 =0,
alors x, 1 € F,, 1, donc z,, 1 € F,_ 1N G,_4, avec F,, 1 NG, = {0}, donc z,,_1 = 0.

Par suite, on a x1 + x5 4+ -+ + x,_2 = 0, donc de la méme maniere on montre que
Tn_o = 0. Ainsi, par induction, on montre que r1 =29 = -+ = x,_1 = 0.

Puisque pour tout i € {1,2,...,n— 1}, on a F;;1 = F; ® G;, alors on a

FFeGioGd G, =HoG @& Gy
=FeG3d - DG,

= anEBanlen:E

Exercice 0.8. Soient ¥ un K-espace vectoriel, A et B deux parties quelconques de F.
Comparer les parties de F suivantes :

1. Vect(AN B) et Vect(A) N Vect(B).
2. Vect(A U B) et Vect(A) U Vect(B).
3. Vect(AU B) et Vect(A) + Vect(B).

L’inclusion dans l'autre sens n’est pas toujours vraie, par exemple, soient (ej, s, €3)
la base canonique de R3, A = {e;, e} et B = {e; + e9,e3}, alorsona AN B =)
donc Vect(A N B) = {0} et on a Vect(A) N Vect(B) = Vect(e; + e3).

Solution 0.8. 1. Ona ANB C Aet ANB C B, donc Vect(ANB) C Vect(A)NVect(B).

2. Ona A C AUBet B C AUB, donc Vect(A)UVect(B) C Vect(AUB). L’inclusion ré-
ciproque est vraie, si et seulement si, Vect(A) C Vect(B) ou Vect(B) C Vect(A). En
effet, supposons que Vect(AUB) = Vect(A)UVect(B), alors Vect(A)UVect(B) est un
sous-espace vectoriel, donc Vect(A) C Vect(B) ou Vect(B) C Vect(A). Réciproque-
ment, supposons, par exemple, que Vect(B) C Vect(A), alors on a AUB C Vect(A),
donc Vect(A U B) C Vect(A).
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3. On a Vect(A U B) = Vect(A) + Vect(B).

Exercice 0.9. Soit E un K-espace vectoriel, (K = R ou C). Soient L; et Lo les parties
de FE définies par

Ly ={x,z9,...;2,} et Lo={x1+z0,20+23,...,0p_1+ Tp, Ty + 21}
Montrer que
1. Si n est pair, alors Ls est liée.

2. Sin est impair, alors
Ly est libre <= L, est libre

Solution 0.9. 1. On suppose n pair, avec n = 2p, on pose vy = X + Ty pour
ke{l,2,...,n— 1} et v, = x,, + x4, alors on a

Z(—l)kﬂvk = (561 + l’z) — (LUQ + $3) + -+ (xgp,1 + $2p> — ($2p + .Tl) =0
k=1

Donc (vy,vs,...,v,) est lié, par suite Ly est lié.

2. On suppose que n est impair, avec n = 2p + 1, et que Ly est libre. Pour montrer
que Lo est libre, soit aq, ao, ..., «a, € K, tel que

a1v1 + Vs + - + v, =0

on doit alors montrer que a; = as = --- = «,, = 0. Pour cela, on a
n n—1
E QU = g (T + Tpg1) + o (2 + 1)
k=1 k=1

= (1 + )+ Y (o1 + )y
k=2

Puisque L; est libre, alors on aura
( =0
Q1+ Qopyr1 =

Oél—f-agzo

(){2“—0[3:0

(Q2p + Qgpi1 =0

On voit alors que (1) +(2) — (3) +--- + (2p) — (2p + 1) = 2ay, donc a; = 0, par
suite, on a a; = g = --- =, = 0.

Réciproquement, supposons que Ly est libre et montrons que L; est libre. Soit
ay, e, ..., o, € K tel que ayzy + anxs + -+ - + apx, = 0.

On a
n

D Doy = (w1 4 25) = (22 + @) + - 4 (w1 + 71) = 204
k=1
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On obtient alors le systeme suivant :

;

1

r1 = 5(v1 — Vo V3 — - — Vgp + Vgpp1)

Ly = 5(v1 + vy — U+ Vg — -+ + Vo — Vapi1)
1

13 = 5(=v1 +vp + U3 — vy + -0 — Vg A Vopi1)

1

$2p = 5(1)1 — V2 + V3 — Uy + -4 ng_l + U2p — U2p+1>
_ 1

\$2p+1 = 5(—’01 + Uy —VU3+ Vg — - — Vap—1 + V2p + U2p+1)

On a ajxry + s + -+ + apx, = 0, donc en substituant les x; a leurs valeurs et
tenant compte que Lo est libre, on aura oy = ap =--- = a,, = 0.

Exercice 0.10. Soient Py, P, ..., P, des polynémes de K[X], tel que deg(Fy) = k, pour
tout k € {0,1,...,n}. Montrer que (P, Py, ..., P,) est libre.

Solution 0.10. Soit ag, aq,...,q, € K, tel que
CJ!0P0+(X1P1+"'+(I”P”:O

on doit montrer que ayg = a3 = =aq, = 0.
Pour chaque ke {0,1,.. n} on pose Py = agy + a x X + -+ ap 1. X*, avec ay # 0,
alors on a P = klay, et P(j) =0, pour 7 > k+ 1, donc on a

aPy+ P+ +a,Py=0 = (agPy+ 1P+ +an_1Pq)™ =0
= nla, o, =0
donc o, = 0, car ay, # 0, donc on a agFy + - -+ + a,—1P,—1 = 0, par suite, on a aussi
Py + -4 an 1P =0 = (aPo+ -+ an 1P )" =0
= (n— Dlap-1n-105-1 =0
donc a;,—1 = 0, car a,_1,-1 # 0. Ainsi, par induction, on montre que oy = o3 = -+ =
o, = 0.

Exercice 0.11. Soit K un corps commutatif, P un polynéme non nul de K[X] et (P)
'idéal engendré par P. Montrer que K[X]/(P) est un K-espace vectoriel de dimension
finie et déterminer sa dimension.

Solution 0.11. Soit A € K[X]|/(P), en effectuant la division euclidienne de A par P,
on aura A = QP + R, avec deg(R) < deg(P). On a QP € (P), donc QP = 0, par
suite, on a A = R. Si on suppose deg(P) = n, alors deg(R) < n — 1, par suite, il existe
g, 0, ..., 0m1 € K, tel que R=op+ a1 X + -+ ap,_1 X" !, done

Z = OéoT —|— &174‘ .. —I— an_lynfl
On voit donc que {1, X, ... ’an} est une partie génératrice finie de K[X]/(P), donc
K[X]/(P) est de dimension finie.
Soit ag, g, ..., a1 € K, tel que
Oz()I—f— Ofly + -4 an_lyn—l =0

On pose Q = ag + a1 X + -+ a,_1 X"}, alors on a Q = 0, donc Q € (P), par suite,
P divise @, avec deg(Q) < deg(P), donc Q = 0, par conséquent, on a g = a1 = +-- =
Ap_1 = 0.

On voit donc que (I, X,..., X" ') est une base de K[X]/(P), donc dim(K[X]/(P)) =
n = deg(P).
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Chapitre 2: Applications Linéaires - Matrices

Exercice 0.12. Soit £ un K-espace vectoriel de dimension finie n, Fi, F5, ..., F} des
sous-espaces vectoriels de F, avec k > 2. Montrer que

Zdlm )>nk—1) = ﬂF + {0}

7=1

Solution 0.12. On considére 'application f : E — E/F, x E/Fy x --- x E/F;, définie
pour tout = € FE, par f(x) = (Z,Z,...,%), alors il est clair que f est linéaire et que
ker(f) = ﬂle F;. Pour conclure, il suffit de montrer que f n’est pas injective.

Pour cela, comme

k
dim(E/Fy x E/Fy x -+ x E/F,) = nk = Y _ dim(F,

=1

et comme ZZ L dim(F;) > n(k — 1), alors dim(E/Fy x E/Fy x --- x E/F}) < n, ce qui
justifie que f n’est pas injective.

Exercice 0.13. Montrer que pour tout @) € K,,[X]|, K = R ou K = C, il existe un unique
P € K,[X], tel que
Q:P+P’+...+P(n*1)

Solution 0.13. On considere 'application f : K,[X] — K,[X], définie pour tout P €
K,[X], par
f(P) :P+P’+...+P(n*1)

alors il est clair que f est linéaire et que ker(f) = {0}, donc f est injective. Comme
K, [X] est de dimension finie, alors f est bijective, donc pour tout @ € K,[X], il existe
un unique P € K,[X], tel que Q = f(P) =P+ P +---+ P01,

Exercice 0.14. On considére le corps C comme un R-espace vectoriel.
1. Trouver une base de C.

2. Montrer que pour tout endomorphisme f de C, il existe (a,b) € C?, tel que Vz € C,
f(z) =az+bz.

3. Trouver une condition nécessaire et suffisante sur a et b pour que f soit un auto-
morphisme de C.

Solution 0.14. 1. (1,4) est une base de C, c’est la base canonique de C.
2. Soit f un endomorphisme de C. On pose

MG, i) = £0)

21 21

Soit z € C, avec z = x + iy, alors on a

f(z)=af(1)+yf(i) =x(a+b)+yi(a—b) =az+ bz
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3. f est un automorphisme, si et seulement si, ker(f) = {0}. Soit z € C, tel que

f(z) = 0, alors on a az 4+ bz = 0, donc on a aussi bz + az = 0. En multipliant
la premiere équation par a et la deuxieme par b et faisant la différence, on obtient
(Ja|* — |b|*)z = 0, donc si |a| # |b], alors z = 0, donc f est injective.

Réciproquement, supposons que f n’est pas injective et montrons que |a| = |b|. Si
f(i) =0, alors a = b, donc |a| = |b], si f(i) # 0, puisque f est non injective, alors
(f(1), (7)) est lié, donc ]}((1)) € R, par suite, on a f(1)f(i) = f(1)f(4).

On a alors —i(a + b)(a — b) = i(a + b)(a — b), donc en développant, on obtient
la|?> — |b|? = 0, ce qui donne |a| = |b|.

Exercice 0.15. Soit u ’endomorphisme de R? dont la matrice A, par rapport a la base
canonique, est définie par :

0 1 0
A= 0 0 1
m—2 2—m 1

ol m est un parametre réel.

1.

2.

Déterminer le polynéme caractéristique de u.
Déterminer les valeurs de m pour lesquelles u est diagonalisable.
On suppose que m = 2.

(a) Trouver une matrice inversible P et une matrice diagonalisable D, tel que
A=PDPL.

(b) Pour tout entier n € N, calculer A™.

On suppose que m = 1. Trouver une base de Jordan de u puis résoudre le systeme
différentiel suivant :

Solution 0.15. 1. Un calcul simple donne x, = (X — 1)(X —2)(X —m).

2.

3.

Sim # 1 et m # 2, alors x, n’a que des racines simples, donc u est diagonalisable.

Sim = 1, alors 1 est une racine double, donc u est diagonalisable, si et seulement
si, (A —1,)(A—2I,) = 0. On vérifie facilement que (A — I,,)(A — 2I,,) # 0, donc
pour m = 1, u n’est pas diagonalisable.

Si m = 2 alors 2 est une racine double, donc u est diagonalisable, si et seulement
si, (A —1I,)(A —21I,) = 0. On vérifie facilement que (A — I,,)(A — 2I,) = 0, donc
pour m = 2, u est diagonalisable.

(a) Soit Ej et FEs les sous-espaces propres correspondants aux valeurs propres
1 et 2. Soit (e1,es,e3) la base canonique de R? et soit # € R3, avec x =
aeq + bey + ces, alors on a

rel <= (u—Ildg)(x) =0 <= c=0et —a+b=0 < z =a(e; +e)
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r€F < (u—2Idg)(x) =0 <= —a+c=0 < = =a(e; +e3) + bey

donc Ey = Vect(eg + e3, €2).

On pose v; = €1 + €3, vy = €1 + €3 et v3 = ey, alors (vy, Ve, v3) est une base de
R3 formée de vecteurs propres de u. Soit P la matrice de passage de (ey, €9, €3)
A (v1,v9,v3), alors on a A = PDP~! avec

1
D=10
0

S NN O
N OO

11
., P=]|10
0 1

S = O

(b) Ona A = PDP~!, donc pour tout n € N, on a A" = PD"P~!. En faisant le
calcul on trouve
2 2 —1 2" —1
A= 1| 0 1 0
0 0 1

4. Sim = 1, alors en faisant le calcul, on trouve E; = Vect(e;+ey) et By = Vect(ey+es).
Pour jordaniser u on doit trouver un vecteur xg, tel que (u — Idg)(xzg) # 0 et
(u—1Tdg)?(x) = 0. Pour cela, on remarque que si zg = e3, alors on aura le résultat.

On pose alors v; = (u—Idg)(e3) = e1 + e, vy = e3 et v3 = e1 + e3, alors (vy, vg, v3)
est une base de Jordan de u et on a A = PJP~!, avec

11
J=10 1
0 0

N OO

1
., P=|1
0

— o o
— O =

Pour la résolution du systeme (S) défini par

on pose V = ze; + yes + zeg et W = P71V = Xe, + Yey + Zes, alors on aura

WV pr Y petgy — (prraP)W = JWw
dt dt

On obtient alors le systeme suivant

X' =X+Y
Y =Y
7' =27

dont la solution est donnée par X = (Cy + Cyt)e!, Y = Cyel et Z = Cze?, donc la
solution générale de (S) est définie par

C(I(t) = (Ol + Cgt)et —f- 03€2t

y(t) = 02€t + 03€2t

Z(t) = Cget + 036%
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Exercice 0.16. Soient £ un K-espace vectoriel de dimension finie, u et v deux endomor-
phismes de E, tels que uov =0 et u+v € GL(E). Montrer que rg(u) +rg(v) = dim(FE).

Solution 0.16. On a uowv = 0, donc Im(v) C ker(u). Comme ker(u 4+ v) = {0}, alors on
a ker(u) Nker(v) = {0}, or on a

dim(ker(u)) = dim(v(ker(u))) + dim(ker(u) N ker(v))

par suite, on a dim(ker(u)) = dim(v(ker(u))) et comme v(ker(u)) C ker(u), alors ker(u) =
v(ker(u)), avec v(ker(u)) C Im(v), donc on a ker(u) = Im(v).
On en déduit donc que

rg(u) +rg(v) = dim(F) — dim(ker(u)) + dim(Im(v)) = dim(F)

Exercice 0.17. Soient £ un K-espace vectoriel de dimension finie, u et v deux endomor-
phismes de E. Montrer que

1. dim(ker(u + v)) < dim(ker(u) Nker(v)) + dim(Im(w) N Im(v)).
2. dim(ker(u o v)) < dim(ker(u)) + dim(ker(v)).

Solution 0.17. 1. Soit w : ker(u + v) — E' la restriction de u a ker(u + v), alors on
a ker(w) = ker(u) Nker(u + v) = ker(u) Nker(v). Soit y € Im(w), alors il existe
x € ker(u + v), tel que y = w(z) = u(z), on a (u+v)(z) = 0, donc u(z) = —v(z),
par suite, on a u(x) € Im(v). Donc on a Im(w) C u~ ! (Im(v)).

Or, on a u(u™*(Im(v))) = Im(u) N Im(v), donc d’apres le théoréme du rang, on a

dim(ker(u 4 v)) = dim(ker(w)) 4+ dim(Im(w))
< dim(ker(u) Nker(v)) 4+ dim(Im(u) N Im(v))

2. Soit w : ker(u ov) — E la restriction de v a ker(u o v), alors on a ker(w) =
ker(v) N ker(u o v) = ker(v). Soit y € Im(w), alors il existe z € ker(u o v), tel que
y = v(z), avec u(v(z)) = 0, donc z € v (ker(u)), par suite y € v(v~'(ker(u))).
Réciproquement, on voit facilement que si y € v(v~!(ker(u)), alors y € Im(w), donc
Im(w) = v(v~(ker(u))).

On a v(v(ker(u))) = ker(u) N Im(v), donc dim(Im(w)) < dim(ker(u)), par suite,
d’apres le théoreme du rang, on a

dim(ker(u o v)) = dim(ker(w)) + dim(Im(w))
< dim(ker(v)) + dim(ker(u))

Exercice 0.18. Soient F et F' deux K-espaces vectoriels de dimension finie, f € L(FE, F)
et g € L(F, E), tel que

fogof=Ff et gofog=g
Montrer que

1. E=ker(f)®Im(g) et F' =1Im(f) @ ker(g).

2. f,g,foget go font méme rang.
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Solution 0.18. 1. Montrons que E = ker(f) @ Im(g) et F' = Im(f) @ ker(g).

Soit y € ker(f) NIm(g), alors on a f(y) =0 et y = g(z), avec x € F', donc on aura
(go fog)(x) =0, par suite, g(x) = 0, donc y = 0. D’ou ker(f) NIm(g) = {0}.

Soit x € E, alors on a f(z) = f((go f)(x)), donc f(z— (go f)(x)) = 0, il en résulte
que z — g(f(x)) € ker(f), donc = € ker(f) + Im(g), donc E = ker(f) + Im(g).

Nous avons donc établi que E = ker(f) @ Im(g) et comme f et g jouent un rdle
symétrique, alors de la méme maniére on montre que F' = Im(f) @ ker(g).

2. D’apres la question précédente, on a dim(F) = dim(ker(f)) + rg(g) et d’apres le
théoreme du rang, on a dim(£) = dim(ker(f)) + rg(f), donc on a rg(f) = rg(g).

Ona fogof=f, donc (fog)(Im(f)) =Im(f), par suite, on a Im(f) C Im(f o g)
et comme Im(f o g) C Im(f), alors on a Im(f o ¢g) = Im(f).

De la méme maniére on montre que Im(g o f) = Im(g).

Exercice 0.19. Soit u un endomorphisme de R? dont la matrice par rapport a la base
canonique est définie par :

A=

oS O

11
11
0 1
Montrer que u n’est pas diagonalisable.

Solution 0.19. Le polyndéme caractéristique de A est

X-1 -1 —1
xa=det(XI—A)=| 0 X—-1 -1 |=(X-1)7?
0 0 X-1

Donc 1 est la seule valeur propre de A. Si A était diagonalisable, alors A serait semblable
a I3, donc A = I3, ce qui est faux car A # I3. Donc A n’est pas diagonalisable.

Exercice 0.20. Soit A € M,,(C) une matrice diagonalisable. Montrer que tr(A) = 0 et
tr(A?) = 0 implique A = 0.

Solution 0.20. Puisque A est diagonalisable, il existe une matrice inversible P et une
matrice diagonale D = diag(A1, Aa, ..., \,) telles que A = PDP™L.
On a tr(A) = Z" A =0et tr(A?) =>" N =0.

1=1""

Donc 1" A2 = O et comme les \; sont des nombres complexes, on a Y . A} =0
n’implique pas nécessairement \; = 0 pour tout . Mals on a aussi ZZ LA = 0.

Cependant, pour des nombres complexes, > | A7 = 0 et Y A; = 0 n’'impliquent
pas que tous les \; sont nuls. Par exemple, pour n =2, \y =1, Ay = —1, onay A\=0

et NN =240,

Donc I'énoncé est faux en général. Contre-exemple : A = diag(1, —1) dans My(C) est
diagonalisable, tr(A) = 0 mais tr(A%) = 2 # 0.

Si on ajoute la condition tr(A¥) = 0 pour tout & € N*, alors par les identités de
Newton, on obtient que tous les \; sont nuls, donc A = 0.
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